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L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


SUR 


UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES 


LIÉE A LA REPRESENTATION CONFORME 


Par M. Gaston JULIA. 


1. Lorsqu'on se donne une aire simplement connexe du plan 3, 
limitée par une courbe simple fermée C, et un point A intérieur à 
l'aire, il est possible, et d’une infinité de’facons, de trouver une 
fonction Z=/f,(s), nulle en A, holomorphe en = tant que z est 
intérieur à C, telle en outre qu’à tout point z intérieur à C corresponde 
‘un point Z = f,() et un seul intérieur au cercle T'[|Z| <1] du plan Z 
et réciproquement de façon que l’intérieur de © et l’intérieur de F se 
correspondent point par point, analytiquement. Si l'on donne unedirec- 
tion Ac issue de A dans le plan =, etsi l’on impose à f,() la condition 
que la direction correspondante du plan Zsoit une direction OT donnée 
a priori f,(5) est parfaitement déterminée. Le changement de OT en OT 
ne fait d’ailleurs que multiplier la fonction f.t(s) par une exponen- 


; des pe : 
tielle e®, 0 étant angle TOT’. Ayant fixé Ad et OT, f,(B) est déter- 
miné en tout point B intérieur aC : c'est une fonction du point B. Si 
l'on fixe B, la valeur f,(B) dépendra du contour C; à ce titre c’est une 


fonction de la ligne C. Le problème qu’on se propose ici est d'étudier 
Lf 
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cette fonction de la ligne © et notamment de calculer la dérivée 
fonctionnelle de f,(B) lorsque C varie, A, B restant fixes, ainsi que les 
directions correspondantes Az et OT. | 

On reconnaitra aisément que la direction OT correspondant à Ad ne 
joue ici qu’un rôle épisodique. L’équation aux dérivées fonctionnelles 
qu’on va obtenir est la même, quel que soit le choix fait pour OT; 
l'essentiel est que, dans la variation de la ligne C, la direction OT qui 
correspond à At reste invariable. On détermine ainsi la part de la varia- 
tion de f,(B) qui tient strictement à la déformation de la ligne C. 


2. [l'est assez naturel de se poser la question qui va être traitée ici 


lorsqu'on songe que la partie réelle de la fonction | — log f,(B)] 
n'étant autre que la fonction de Green, g(A, B) relative aux deux 
points A, B et au contour C: | 


(| fa(B) |= e #89], 


on connait déjà, par les travaux de M. Hadamard, une équation aux 
dérivées fonctionnelles vérifiée par la fonction de Green : c’est 


dg(A, M) dg(B,M 
(1) andg(A, En Mer ET nu dy, 


Cette équation donne, en somme, la variation du module |f(B)| 
quand C varie; on va rechercher une équation qui donne à la fois la 
variation du module et de l’argument, sous la réserve indiquée plus 
haut que, au point A, il n’y ait aucune variation des arguments. 


k 3. IL y a deux méthodes pour traiter la question. La première con- 
siste à se servir de l'équation (1) déjà connue pour calculer la variation 
de la fonction y(A, B) conjuguée de g(A, B). Combinant les deux 
variations obtenues, on aura la variation de log /,(B). On peut conduire 
le calcul de façon à introduire de suite cette fonction log f,(B) 


dont — g(A, B) est la partie réelle, l'équation cherchée s'obtient alors 
directement sans passer par y(A, B). 


La deuxième méthode, qui ne suppose pas connue l'équation (1), 


consiste à ramener par la représentation conforme Z = /,(z) le cas 
d’une courbe C arbitraire au cas d’un cercle F, du plan Z. A vient en O 


PT 
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et la fonction F,(Z) pour le plan Z estZ elle-même. On est ramené à 
chercher la fonction F,(Z) qui fait la représentation conforme sur 
l'extérieur de T, de l’intérieur d’une courbe [, infiniment voisine du 
cercle T, le point O étant conservé ainsi que toutes les directions issues 
de O. 

Les deux méthodes se rejoignent d’ailleurs à un certain moment, 
ainsi qu l'est naturel. 


4. Pour éviter toute difficulté sur l'existence de la dérivée f,(3) aux 
points s du contour C, qui s’introduira ici au même titre que s’intro- 

. dg(A,M) 
.duit LT PTS | 
tique ou formée d’un nombre fini d’arcs analytiques. 

On donnera d’abord les deux méthodes, ci-dessus indiquées, pour 
obtenir l’équation aux dérivées fonctionnelles de àf(B) (Chap. J, 
ot ef'2), - 

On déduira de cette équation une équation nouvelle qui donne la 
variation — Sy(A, B) de l'argument — y(A, B) de la fonction /,(B) 
dans les conditions du précédent problème (Chap. II, § 1). 

Puis on déduira deux solutions remarquables de l'équation 


dans l'équation (1), on supposera que la ligne Cest analy- 


(A, B) = [ DA, M)Œ(M. B) an ds 
ec 


signalée par M: Hadamard ct l'on montrera que ces deux solutions 
coincident avec celles que M. Hadamard a données récemment pour 
l'équation ci-dessus. La méthode qui sera suivie fera bien ressortir la 
nature analytique des deux solutions trouvées (Chap. II, § 2). 

Enfin, l'équation aux dérivées fonctionnelles de df,(B), convena- 
blement traitée, nous fournira une équation nouvelle, très analogue à 
celle de M. Hadamard, et une solution très simple de cette équation : 


9 @(A, B) = fax, M) ®(M, B) és ds, 
7 c ; 
où ® est analytique et symétrique en À et B, et ès, ds sont les dépla- 
cements normal et tangent à C (Chap: II, § 3). 
De là se déduira une nouvelle solution de l'équation de M. den 
d’ailleurs susceptible de la critique que M. Hadamard adressait à la 
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qu'il fut ameré à former pour son équation. 


CHAPITRE PREMIER. 


RECHERCHE DE L'ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES 
QUE VÉRIFIE LA FONCTION f,(8). 


I. — Première méthode. 
5. On pose 
log fx(B) =—[g(A, B)+i7(A, B)]. 


Soient M un point variable du contour C, MN la normale dirigée 


Fig. 1. 


Cercle de centre 0 
Courbe quelconque 


Courbes quelconques 


vers l'intérieur et Mz la demi-tangente telle que Mt, MN=+ 2, 
oh 


+. : prt ie 
a désignera | angle Ow, Mz, x + 2 sera Ox, MN. 
2 ; 
Ona 
log fx(3) =—[g (A, 5) + iy(A, 3)]. 


ee af de SES 
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or 


En dérivant suivant la normale MN 
dy(A, =) = d'e(A, 3) a. 


dn ds 
Donc = 
d 4 ed à dg(A, 5) 
ke: an OS Sa) ri dn E 
Suivant la normale 
as=an pres): 
Ja(E) À PP BORO EUN, 2h (a+ 2)". 
fat(s) Re dn : 


De meine 


Fite) aod e(B. py esiles F4 
Ju) dn x j 


Done 


279g(A, B) =f Jats) Ju 5) tein on ds. 


e 
a 
> 
— 
«1 
— 
= 
— 
ta 


Mais la fonction /,(z) donnant, comme f,(3), une représentation 
conforme de l’intérieur de C sur l'intérieur du cercle trigonométrique F. 
Z, = f,(=) est une fonction homographique de Z = f,(3) qui s’annule 
pour 3 = B: pipettes | x 

NAS Fa À 
HOT A BAD AT 
fais 


nombre complexe conjugué de f\(B) 
Car la formule 


HD 0 a \ 
Sees ‘Nees = ( 7 4, conjugue de b} 
f= 10] Se" / 


transforme l'intérieur du cercle |Z|=1 en l'intérieur du cerele Aj = 1 
etau point Z = b (provenant de B) correspond le point Z, = 6. Langle 9 
sert uniquement à fixer la direction OT, correspondant a fa direction By, 
dit plans. 

Eu posant pour abréger > == /\(B), on aura 


pale as AE EE 
ct ee ae 
| My 
dou | 
JEL 88.0 Tsar we dabs Y 
(5) 0 fae) = db 1 
Sus) 9. fat=) MER 6 ts fs 
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D'autre part : 1° si én est l'écart normal de la courbe Cet de la courbe 
variée au point M, la variation normale de = en passant de M au point 
correspondant de la courbe variée sera 


À à i(a+7) 
ds =0ne ‘ 


2° La variation de 3 tangente à Cest 
's = ds ef, 
63s ds =idn ds e*ix, 


Et par conséquent 


on faits) F fit) LCR FA 

(2) 0 g(A, B}) — = = = SS at ae oan ey Os ds. 
Jc Jil2) | Sat=3— 8 ‘mo T7 
% Si(4) by 


6. Lorsque 3 décrit C, Z = /\(z) décrit le cercle F de rayon un. Les 
intégrales de la formule (2) peuvent se transformer en intégrales prises 
le long de I’. 

Tout d’abord, lorsque 3 décrit la courbe variée C, voisine de C, 
Z décrira une courbe variée I’, voisine de I’. L'écart normal 6Z pour un 
point Z de T, dont le correspondant sur C est =, sera évidemment 


0% = fi(s) ds 
à cause des propriétés connues de la représentation conforme La varia- 
tion tangente dZ correspondant à ds sera 

di = fi s)das 


La formule (2) se transforme alors dans la formule très simple sui- 
vante : 


3 fete Rie ohdh dd ~ : 
(3) 5(A, B) ma] rZ(Z—b) Jo y} =) 
| | a: 
7. Le long du cerele I’, 6Z et Z ont mème argument ou des arguments 


differant de = selon que Z + 6Z est extérieur ouintéricur au cercle F. 
Donc ; 


Nar » a, ‘ ; 
oN étant l'écart normal entre I et la courbe variée F,, compté positi- 


es 


sd. 


— 
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| 


vement vers lintérieur de FT: 


Û ON d7, ON a7, 
4 bol: 3 eae. — f Ses 
(1) 0 2(A, B) 2T Jr, L—b fe) > 


= 0. 


le signe I’, indique que Pintégration doit être faite en décrivant T dans 
le sens positif qui est le sens trigonométrique. 

Pour se débarrasser de 6, = [imaginaire conjuguée de J\(B)}, une 
transformation est nécessaire. 


5 ies . * : 
8. PosonsZ= Z, (Z est alors Ie conjugué de Z) dans 


ON AZ 
ee + 

Z re 
Ona 


et Z, décriraT dans le sens négatif 


fh 6-NdZ, 
| oe eae Raa ai 
RE [7 I | 


AN cet VE PR 
401.7 by 


y 4 
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5.N indiquant l'écart normal au point Z. 


dN by dZo 


[== MY NGREE NN 


en rétablissant l'intégration dans le sens positif. Or 


Ur 
; Lo (Lo— 6 igs 
Done 


\ 
_ En définitive, on a 


9. Il est visible, sur la figure 2, que si l’on désigne par 9 Lara 
ment de Z, on aura 


étant entendu que Z, décrit T dans le sens positif. Il vient alors 


D OT eae 
(6) ga, ET CAR N(r=3* n=) | 


Il faut prendre g garde qu'avec la convention adoptée, dZ, n’est plus 
a pe conjuguée de aZ, bien que Z, soit l'imaginaire conjuguée 


dLy= — [imaginaire conjuguée de dZ]. 
Par conséquent, 


dZ., = re, ï 
ag =a | — [imaginaire conjuguée de oe ; | 


dt, a 


T= T= 6," 


sue la coutume, le. -coeflicient dei dans 7 


~ 


L 


ye be ae 
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Cee: donne 


(7) 0g(A, R= ah B,N de — = oN dh 
0 ee A 


Or, Q étant une quantité complexe quelconque, on a 


R(EQ)=— 3(Q). 
Done 


8 D ROIS vg R a ON dZ : 
(8) COLE Nde + a[ aft Toe 


10. Si l’on considère maintenant la fonction 


— dlog f\(B)=0g(A, B) + idy(A, B); 


e’est une fonction analytique de B dont la partie réelle est donnée 
par (8) ou bien par 


igh | (A[—Slos fy ayiaal ef Lp asa ef FS: 


La) 


Aux deux membres on a, sous le signe &, des fonctions analytiques 
de B, puisque b = f,(B) est analytique en B. On conclut alors immé- 
diatement 


x : 1 ie t f NZ LE 
— slog AB EEE f SN do + = TER 


C étant une constante réelle à déterminer. 


41. Or, les deux fonctions ,(3) et f,(s) + 8f((s) faisant corres- 
pondre à At la même-direction OT, on aura, autour de s = A, 


Sa(s)= A(s—A)+..., 
Sat Ofa(s) = whi (s—A)+.... 


Done Sfx) | tend vers une limite réelle u — 1, si = aha vers A. Mais 


Pat) 
3 Si ABN. i. eden de att 
Fira) ee =f sake es ep ore. 


Lorsque B tend vers A, b = /,(B) tend vers zéro et la deuxième 
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intégrale tend vers be 
ë Dre 24 à à, \ de. 
TrJrs Z T 


Le second membre de (10) adone pour limite, lorsque B tend vers A, 


la quantité i 
= + b.Ndo+il. 
27 Jy 


Cette limite devant être réelle, on a 
(FETE 
En définitive, 


f(D) ns [vs ON eee 
wy) TAY ae), Oa INTHE 


En rétablissant le dépiacement tangent à F, dZ = 1Z dz, ct le dépla- 
cement normal 


64 ——109\, 
ona 
re) ff 07. d7. ' 
=f SAB) antl,» 4. tidy (2 — 6) 


12. On peut réunir les deux intégrales précédentes en une seule par 


la formule 
Of(B) i 1 of hbo Bony 
Fal ys ari ty 11h60) OL. dr. 


Et ensuite revenir au plan de la variable s, grâce aux formules 


4 = fa(s), 
b= f,(B), : 
df= fi, (3) és, ds déplacement normal a C, : 
dae f(s) dz, dz déplacement tangent à C; 
d’où 
(13) tf AB + fale) JPG) 5, ge 


~ anid, AB)— fale) A) 


formule définitive qui permet de calculer 3f,(B) connaissant la 


fonction f,(z) correspondant à C et, en chaque point de C, le dépla- 
cement normal 53 qui transforme C dans la courbe variée C,. 


Ny led AS ess 
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13. On peut transformer la formule (13) de facon à leur donner la 
forme classique d’une variation adoptée depuis M. Volterra. I suffit 
pour cela d'observer que la quantité 


= JA = ds 
dti à VER 
n est autre que 
—idNds, 
car 
Or) * . Cf ae 
Z =D \ et FA ='d5, 


oN désignant le déplacement normal au cercle I et dS le déplacement 
tangent à ce cercle. Or 
« ON =| fa(s) | On. 

dS =| fi (=) | ds, 


én élant le déplacement normal à C et ds l'arc élémentaire de C. Donc 
ona 
(14) 0 fa(B) I Js(B) + f(s) 


Fitey Pas, Aa flay (2) ae ds. 


Il est loisible d’ailleurs de remarquer que, le module | /\(=)| étant 
égal à l'unité sur C, on a, sur C, 
c dy(A,M) 
“Salts PERTE 
14. Reprenant la formule (12 ) 
afi (B) SU dE © on AT 
fi(B)  2TtJrr 7 Ré Jr+L(2 — by’ 
on remarque que la première intégrale est une constante indépen- 
dante de 6. Elle doit donc avoir un sens géométrique, d’autant plus que 
cette première intégrale se réduit à 


27% 
J 


Maps 0, N do. 
2T : 


Or, si l’on fait tendre B vers A, b tend vers zéro et le deuxième membre 
se réduit à 
I OL AZ 


2T u i A 
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Quant au premier, si l’on se reporte au développement de Taylor, 


Js(5) = (5A) IMA) +... 
fi) +8 fa(s) = (3 —A) LAMA) + SPA (AIT +--+ 


Sfa(s) tend vers af (A) quand 3 : tend vers A. On a donc 


on voit que Te 7 fa) 
ue 
RASE LL a à es Is 

OR f(a) = amie 2 7 amid, SES 


formule qui donne la variation de la dérivée de la fonction f.(=) au 
point A, lorsque le contour C varie. 
Rappelons encore que 


SD = a (3) Ponds = EH SEG: én ds. 


15. Mais, en outre, dans la formule (12), la deuxième intégrale 


ds ÔZ d7, 
Te J yt Z(Z— b) 


représente une fonction analytique de 6, holomorphe dans le 
cerele |b| <1. On peut donc développer trés simplement ¢f,(B) en une 
série de Taylor procédant suivant les puissances de b = f,(B) abso- 
lument convergente lorsque B est intérieur à C, et par consé- 


quent | /,(B)| 1: 
shot pee © 1 f 02 di, 
! 


bis TPM ARR 0 mee b 
7 1 Hee 
cee a af - b" (dL df, 
NOR AR ANS CORTE eee) 
Entin , 
a B bomen à Sid "IV (5) Cs, 
à fa ) arc e JEU) 2) 03 d: 
LA SU) 5 EAB)" f f(s) 15 
sds—...— | 5: dz — 
re sas Ra A PARENT 


ee yt ad en ee 


4 


SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES FONCTIONNELLES. 13 


II. — Deuxième méthode. 


Soit f,(s) la fonction qui fournit la représentation de l’intérieur de C 
sur l'intérieur de I’. En supposant C analytique, /,() est prolongeable 
au delà de C et transforme C,, contour varié de C, en F,, contour infi- 
niment voisin du cercle ,trigonométrique T (voir fig. 1). Posons 
toujours Z = f,(s). La fonction Z, = f,(s) + àf,(z) qui fournit la 
représentation conforme de C, sur T pourra s’obtenir : 1° en faisant la 
représentation de C, sur l',, ce qui fait passer de = àZ; 2° en faisant la 
représentation de I’, sur I’, ce qui fait passer de Z à Z,. Évidemment Z, 
est une fonction holomorphe de Z, nulle pour Z = 0, dont la dérivée 

L dL } 
est réelle en o puisque évidemment = et ont même argument en A. 
Z, est une fonction de Z, holomorphe dans l',, et dont le module est 
sur T, égal à l’unité. 


16. Je pose Z,=F,(Z). Puisque I, est infiniment voisin de I, 

j'aurai 
Zi =7 as e[Z + 312 +. . sik 
eétant une quantité réelle infiniment petite constante (de l’ordre de SN) 
et la parenthèse une fonction analytique dans F, 
An EE : 
ARE re Re + dal +], 
e(4) = og LP) er. (7), 

F,(Z) étant encore une fonction holomorphe de Z dans I,. 

Envisageons un point quelconque Z de let le point 6 del, situé 
sur la normale au cercle I menée par Z. On sait que |F,(¢)|=1- On 


ya calculer F,(Z) et 9(Z). 


Évidemment, 24 désignant le déplacement normal Z¢, dont la valeur 
absolue est comptée positivement vers l’intérieur de F, on a 


o(6)= (2) +040 (2) +... 


Or: 1° 9'(Z) =eF,(Z) renferme l'infiniment petit ¢ en facteur; 
»° 37 dont le module est [ÈN | est aussi infiniment petit de l'ordre de £. 


14 GASTON JULIA. 


Donc 6Z4/(Z) étant du deuxième ordre au moins en €, on a, en ne 
gardant que les quantités du premier ordre en £, 


pt) = (2): 


Or gt 
P(E) 
o(t) Slog 
ut 
K[9(C)] = log] F.(¢) | —log|¢| —=— log], 
puisque 


| Fice y=, 
et comme. 
|¢|—=1--4N, 


puisque ÔN est positif vers l’extérieur de F, on a 


Done 
en tout point Z de T. 
Remarquons que si b = f,(B), on aura 


b+4b=F,(b), 
db  KF,(b) 
ete 


D b 
el 
F, ( b ) ob 
og ee 


aa Oe 


Aer b 


en se bornant aux infiniment petits de l’ordre de e, 


36 3 f\(B) 


id Er Ur CT 


qui est la fonction à déterminer. 

Le probléme revient done au suivant : 

On connait sur le cercle V la valeur de la partie réelle de la fonctior: 
7(Z), déterminer. en tout point b dans, la valeur de cette fonction 9(b). 


17. Ce problème se résout aisément : 


ni _ , (9b 
RL e(b)J=aR (53 


OE a nn, md ee 
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est une fonction harmonique dans T', dont la valeur en tout point deT 
est ON. 


Or, la fonction de Green pour un point b intérieur à I est, en appe- 


lant D, son inverse U = | par rapport à F, 
û LE 0 


Trash: 


It Zi, 
log er 
On a donc 
id L060 
R ( — as) Le o 1 à 
Lo(b)]=+ = Joie 7p bla, 


en vertu de la formule classique 


u(b) = — oe = [eg e (b, M)dSy. 


CA PEN LE PERL laces EL Led Ci 
om 807, |=— 7% 807 5 | =~ a8 Te’ 


: 0b Qo 
NO TO CE 


Flan re 
Riel 7 


jé Z— 6, ‘ 
et puisque | Wis | est constant sut F,on a 


d : ira ie. 
ASS Pb te 


Donc 


I a7, . dZ 
ay 5)= = 2 fran = = =e [|e I- 


A partir d’ici, la deuxième méthode rejoint la première. 
Nous avons en effet donné la formule (4) 


an” D in E TT dl. 
(4) sath B)= 35] (GS 5-72.) | 
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Or b = f,(B) montre que 


he — slog fx(B) =— à ¢(A, B) — éd y(A, B), 
= = 01 


| a? dirt 


et ceci remarqué, la formule 


devient 


qui n’est autre que (4). 5 


. 0b, ee 6b ” . 
I] n’y a donc, pour obtenir ~ à partir dea(Z)>qu à continuer exac- 


tement comme dans la première méthode à partir du n° 7 pour obtenir 


les formules (10), (11), (12) et finalement la formule (13) qui donne 
le résultat. . 


CHAPITRE IL 


QUELQUES CONSEQUENCES DE L'ÉQUATION (13). 


I. — Équation qui donne la variation de arg f,(B) en fonction 
de la variation du contour. 


(8. En posant 
log /.(B) =—[g(A, B) +27(A, B)], 


y étant la fonction conjuguée de g par rapport à la variable complexe B, 


l'argument de f,(B) sera — ¥(A, B), on se propose ici de former une | 


équation simple à laquelle satisfait sa variation. ds étant le déplacement 


et comme 


eee COTE 


SUR UNE EQUATION AUX DERIVEES FONCTIONNELLES. 17 


AT à C, il est connu see 


d 2(A;M dy(A, M 
BSS ee efits) |: 


blog f.(B)=—8 ¢(A, B)- 8 (A; B), 


on aura évidemment 


oe nl re del EAL ice 
—8y(A, B)= = Je sen es, 


en se servant de l'équation (14) si équivaut à (13). 


Donc | 
Ms dy(A, M) b+Z 
dy(A, a) = ff [22h Fes A er 


en posant, pour abréger Z = f(z), b = f,(B). 
Or 
; b+Z  b—L+24 Z 22 


——— = —-— = | +2 =i—_— 


Bie ey à beset i A 


dB) ne Aa TT (7) bn ds. 


rs l'on se reporte à la us 2, en désignant par W l'angle di- 


Donc 


rigé (C2) et par a l'angle 628, (e, inverse de b par rapport au cercle 


unité b, = ) , il est visible que 


bi 
Z I . 
ea tcp rar anes 
ne 


Il est d’ailleurs risible: dans le triangle bZb, où l’ angle dirigé Zb,b 


est égal à à W, que l’on a, en grandeur et signe, 


. sinW : _ sina sing. 
17h] aie 
On se rappelle en outre que 
i: 
b — e—stA,B), et eo (AB), 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIX. — JANVIER 1922. 3 


St 
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Donc : 
sinW sina . | 
|Z—6| 2shg(A, B) 


Mais il est clair que 


7 — b. 


ae ay 
a—bZb,=arg HE 


. s’introduit naturellement lorsqu'on cherche 


la fonction Z, = f,(z) qui fournit la représentation conforme de C 
sur T de façon que B devienne le centre de I. 
On a, en effet, 


A LATE 
Or, l'expression 7 — 


et si l’on choisit spécialement Z, de façon que f,(A) soit réel et positif 
on a & =o. 

Avec cette convention que, quel que soitB, f,(A) soit réel positif, 
la fonction f,(z) sera définie sans ambiguité quel que soit B intérieur 
à C, dès que la fonction fs(z) est connue, et nous savons que f,(z)est 
déterminé par la connaissance des directions Des arm Lo © At 
et OT. 


En définitive, 
TT 
Jp(3) = Ta 
Donc 


LE 5) log] |, 


— g(B, M)—iy(B, M) = log = TT — logo]. 
1 
a | 
En particulier, | 
7(B Marg 2m = 
à | ae To? 


avec la convention que | | 


708, A)=o| | | 


sin __ sin[y(B, M)] 
|[Z—b] ~ 2sh[g(A, B)] 


Ara 
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On obtient finalement l’équation curieuse que voici : 


: _ 1 ffdy(A, M) P sin[y(B, M)] 
dy(A, By ut. if SPA Det 


ou enfin 


(16) 


dy(A, M 
dyCA, Bs ER à FL AE sin[y(B, M)]ôn ds 


vérifiée par l’argument — y (A, B) de la fonction f,(B) lorsque A et B 
restant fixe, C varie d’une manière quelconque. Rappelons que y(A, B) 
est parfaitement définie par les données initiales A 4, oT et y(B, M) par 
la condition 


y(B, A) = o. 
II. — Conséquences relatives à l'équation de M. Hadamard : 
1522 5 D(A, B)= [ (A, M) ®(M, B) ands. 
YC 


19. A partir de l'équation aux dérivées fonctionnelles que vérifie la 
fonction de Green 


g M) dg(B, 
(1) 0 g(A, B)=— nS Adel ic eh ds, 


M. Hadamard a formé une solution de l'équation (19) par différentia- 
tion de (1) relativement à A et B. On va ici fournir une solution com- 
plexe de (17) à partir de l'équation (13) que vérifie f, (z ki On partira 
pour la commodité du calcul de l’équation 


On on PBIB) = sae J Oe SpE BY" 


où, l'on s’en souvient, Z = f,(z). 
Une première différentiation, par rapport à la var iable complexe B, 
dont f,(B) est fonction analytique, donne aussitôt 


‘i 32 dZ 
(18) | à 5 !°8/1(B) = + as El 
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puisque, évidemment, seule la deuxième intégrale de (12) dépend 
de B, par l'intermédiaire de s 124 
b = fi(B). 

Relativement à A, il faut remarquer que f,(B), qui dépend de A, n’est 
pas fonction analytique de la variable complexe A. On s’en rend 
compte de la façon la plus aisée en choisissant un point Q arbitraire, 
dans le contour, distinct de A et B, eten exprimant /,(B) en fonction 
de fo(B), fa(A), etc. Cela est possible de la façon suivante. 

Posons 
6(z) =fa(z), 

CES fC 

B= fa(B). 

On aura évidemment | 
fa(z)=2= LE oe, 


a —1 


0 étant une constante réelle convenable ; x, désigne le nombre com- 
plexe conjugué de « : 
y= fa (A); 


c’est une fonction analytique de A,, nombre conjugué de A. On voit 
ainsi que /,(z), pour une valeur fixe de z, dépend analytiquement de A, 
_ mais. aussi de A,, A et A, étant les coordonnées isotropes du point A. 
fA(z) n'est donc pas une fonction analytique de A seul, alors qu’elle est 
une fonction analytique de 3 seul. 


20. Pour obtenir une solution satisfaisante de l'équation (17) onva 
différentier (18), non par rapport à A, mais par rapvort à A,. Pour 
cela, il est commode detransformer(12) en faisantapparaitre la fonction { 

‘ 2 : ‘ 1 oZ 
te el de Z. Eu care à ce fait que =f 73 ne dépend pas de B, on 
ecrira | 
N ~ 0Z d?, | 
8 log fx (B) =— = ‘ ib) + fonction indépendante de B 


he 
+ Ff alot dlog(Z — b) + fonct. ind. de B | 


ane 2 f (Q logG—a)—<e log (a8 —1)][4 log (¢--8) — d'loglat—1)] 


+ fonct. ind. de B. : 


+ 


eS 


ees 
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En effet, 
(aa — 1) (6 — B), 
Lb == RS TUE 
© (% 6 —1) es 
Donc 


F rs 
dl /A(B)=— — f [alog (E— à) — 6 log(a oo — 1) 14| +5 pleas —6)]. 


En différentiant par rapport à A, qui figure au deuxiéme membre 
par «, = fa(A,), on aura 


amsn =+ 2 [3 Er log(aot—1)| dl gt) 


d? 
; names BE fT log (ast — 1) loge — 6) dat. 


(On verra plus loin ce que donne la différentiation par rapport à A.) 
Eu égard à ce que | 
eid, 


| A= Fe 


on a, en revenant a C, 


d? 
(19) aol aaa all log (a%8 — 1) 
I d? d? 
oe Fi J, Tage 18408 9 appa HOKE — 8) ds ds 


Si l’on effectuait le calcul de double différentiation, il viendrait 


day dB, 7 day dé dé dB 
aAy dis uf dA, ds ds dB 


(19') | LEP ETAT) JE snd (ei TEE 03 dz. 


La formule (19) ne présente pas le caractère de symétrie de l’équa- 
tion (17). On peut la transformer pour la rendre symétrique. 


21. Sur la courbeC|C(z)| = 1. — Désignant par C, lenombre conjugué 
de € (C, est fonction analytique de =, ), on aura, sur C, 


k ar 
Es etry. À: 
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Donc. 

dE Ho do 

ds diy do LA di, dz, 


UT CB) de (Mona 


Par conséquent, (19) devient 


day dB _ day de _ de dB 
. dA, dB I dA, dz dz, dB dz 
c 


Caot —1)* (Se —1)° de 


De be eee 63 ds. 
(aB—1)? we 


Or « désignant l’angle de la demi-tangente positive à € au point z, 
ona | 
3 —=dseia, d,=dse, 3—7yôn Py gs 
et 
Pa 33 ds = iôn ds; 


d’où la relation 
d? 
77 ak ap Hoëtsl —2)) 
d? a 
= Ja tios (at F7 Lib 100 ce on ds. 


Et si l’on pose finalement 


1 d* log (a8 — 1) 


rt mr dA, dB 


PIN 
| == Tr dA, dB og fa ( )» 
ona 


(20) 


3 (A, B)= (oA, M) ®(M,, B)dnds 
Cc 


Par conséquent, la fonction D(A,, B), qui dépend analytiquement 


de l'affire B du point B, et du conjugué A, de l'affixe du point A, 


constitue une solution de I équation (17) de M. Hadamard. Relati- 
vementa la fonction Z, = fa(s), Q étant distinct de A et B, A et Bjouent 


PIP + 


Pee. 
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des rôles symétriques. Par conséquent, la fonction 


© (B,, À) ee 
x 0 


a=fo(A), f= /fo(Bo) 


est aussi solution de l’équation (17). 


22. Le calcul de op 8 (28 — 1) est indépendant de toute direc- 


tion fixée pour A, et B, et, comme tel, échappe à la critique faite par 


a # k a I d'g(A, B) \ 
M. Hadamard lui-même à la solution — — or re de (17) pour 


laquelle il faut choisir une suite déterminée de contours C passant au 
cours de leur’ variation successivement en A et B. M. Hadamard a 
donné récemment, dans une Note (‘), les deux solutions 


bY hn 240 ee: 
(A, B)=— — (S L ix) (se = isn aA, B), 
où æ, y sout les coordonnées de A, 2’, y’ celles de B. Ces deux solu- 
tions, qui échappent à lacritique précédente, sont identiques aux deux 
solutions du n° 21. Par exemple, on a 


I a 5 0 ni 5 0 P se uy d? a 
-i(% +s) (so - ig) e(A B)= = dh, ap 08 (08 1). 


En effet, à cause de 


g(A, B) =—log| fa(B) | =~ A [log fa(B) 1. 
et puisque > 
a=f,(B)= i ef, 
on aura cae oa 
— i —a vo |E 
g(A, Stee [toe a —1 + log DE ); 


Be OE eS err  —— — 


(1) Voir Comptes rendus, t. 170, 1920, P. 359. 
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g(A, B) se présente comme la somme de quatre fonctions : 


log(B—x) analytique en A et B, 


log (% 8B —1) > A et B, 
log(a8,—1) » A et B,, 
log(B, — a) » Ay et Bo. 


Or, x’ et y étant les coordonnées de B, on a 


et asi +iy')=0 
et 


lorsque f est analytique en B = 2’ + zy’. 
C’est l’inverse, si f est analytique en B, = x’ — zy’, on aura 


0 4 a “a 
(oe Æ is) f(y) Sof ir} 
à CN A 
(so ix) fle a" 4 = 0: 
Par conséquent, l'expression 


0 ae, 7] Pa rx 
Gr) fay) BBD 


d* 
27h. ab (08( 4B — 1); 


sera égale à 


car dans la double différentiation précédente les termes 
log(B— a), lng(By— a), log(aBs—1) 


donneront zéro. 
De même 


(Gi) (5 +i£ i )eta, B)= 2 QT log(afo—1). 


Pes Peet TR eA RAL 
ü Li = 
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Les deux solutions 
d? . 
TA, dB 108(%B —1) 


d* 
dA dB, 08 (ao 1) 


sont donc identiques aux deux solutions 
1 {0 LATE: Le 


fournies par M. Hadamard. Il ressort de la forme — Lx sp 108 (%0B — 1) 


et de Ja forme analogue pour la-seconde que ces deux solutions sont 
des fonctions analytiques respectivement des arguments (A, et B), 


(A et B,). 


Ill. — Sur une équation aux dérivées fonctionnelles 
analogue à l’équation (17) de M.-Hadamard, 


23. Reprenant la formule 
4 log fx(B) =— afta log (¢ —a)—dlog(a eo — al a5 log (¢ — 6)| 
dont on s’est servi au n° 20, si l’on différentie par rapport à À et non 
plus par rapport à À, on aura 


A d? ; la d . 
8 ap lle fat B)] = — of? aK log( — a) dap log(S — 8); 


et, à cause de 
AE eae 


CR NE log(t D lontr Gaede 
pe = 5 Ja og (6 — a) 7x log ( — B)dsds, 
et, si l’on pose 
da ap 
os Es see dA dB 1 
(21) NET teat oh P(A, B) = mi (a—B)* ( Mi 


ee ee i AY et PE —— — 
(1) La singularité de (A, B), lorsque A et B tendent l’un vers l’autre, est évidente. 


4 
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_ ce qui donne pour ®(A, B) une fonction symétrique et analytique des 


deux arguments A et B. On obtient la relation 


(22) 


8 @(A, B)= fA, M) ®(M, B) és dz 
Cc 


Cette relation (22) ne diffère de la relation (17) de M. Hadamard que 
par la substitution de 6zdz à énds : 


6z ds = ie*!u dn ds, 


ay étant toujours l’angle avec l’axe réel x de la demi-tangente positive 
en M au contour C. 


- Il serait facile d’obtenir une solution, conjuguée de ex our une 
équation ie de (22).- 


24. Mais on va montrer maintenant comment, à partir de (21), on peut 
trouver une nouvelle solution de l’équation a) de M. Hadamard. 
Il suffit d'observer que la relation 


Le wif a ay te 
ade ai Teas 08 — 2) aps lo (E — 6) ds de 
devient en remplaçant dzdz par ie?™. dnds | 
d? 1 
9 Trap 108 (8 — 2) : 
= I, ia d? - d? 
=—* fle "asie a) | [ess maet—p)| on ds. 


Or, si ds, est le déplacement tangent à C en M d’affixe z, 


dz= dsy eitu, 
en sorte que 


= eft, —, 


‘dsy az 


et l'équation précédente devient 


nn” à 
| patie tit Eo a. a d? 
an ap (08 (8 El Ras log (E— a) nr log(é — 6) dn ds. 


2. 2 re 
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Imaginons qu’un contour se déforme à partir de C, vers l’intérieur, 
de façon à passer au cours de la déformation par les points A et B res- 
pectivement. Soit «, l’angle avec Ox de la demi-tangente positive en A 
au contour qui passe en A. Soit «, le même angle pour le contour qui 
passe en B. 

On aura toujours 

ds RE À 
et une relation analogue pour B, en sorte que la relation précédente 
devient 


æ : I , d? 
More) HE ee Tr = log (6 — 2) 04 as, 


et, par conséquent, 


(3) ®(A,B)=— Eos (6 — 


sera une nouvelle solution de l'équation (17). 


95. Les considérations du n° 22 prouvent aisément que la solution 
(21) de l’équation (22) peut s’écrire | 


Pape de ff Ad nos) 


A coordonnées 4 y), B coordonnées (æ', y'). 
Par conséquent, la nouvelle solution (23) de l’équation de M. Hada- 


mard sera | | 
(ag) A, B)= LE) (Big) ta By] etre. 


Elle n'échappe pas à la critique, adressée à la solution 
Fa d'g(A, B) 
an dnadng 
de l'équation (17), d'exiger la connaissance, a priort, d’une loi de 
déformation pour le contour C. ; 
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Signalons aussi la solution [conjuguée de (23] 
1 Ô nu LA Oe | —i (a, +%,) 
®,(A, BD==|(% +i) (so tiga) ata, Bh e j 
pour la même équation (17). 


26. Le fait qu’on vient de signaler est d’ailleurs général. 
L’équation (22) se ramène à l'équation (17) de M. Hadamard par un 


changement de la fonction ®(A, B), c’est-à-dire que, à toute solution - 


de (22), on peut associer une solution de (17) [susceptible d’ailleurs 


x i d* g(A, B) J 2 
des mêmes critiques que PE eh. réciproquement. En effet, si 


3 d(A, B)= f A, M) ®(M, B) 8z ds 
; Cc 
à cause de : 
ds dz = ie*!u dn ds, 
on aura ‘ 
sO(A, B)=i faa, M) ®(M, B) e*¥« dn ds. 
Cc 


Ceci étant, si «, désigne l’angle avec Ga de la demi-tangente positive 
en A au contour de la famille C qui passe en B, et «, l’angle analogue 
en B, l’équation précédente pourra s’écrire 


LÉ D(A, B) ef em] = fri@(4, M) ef ein] [¢@(M, B) eftu e!%] dn ds 
(h 


et, sous cette forme, on voit que 
(25) W(A, B)=i®(A, B) ef ef * 


est une solution de l'équation (17). 

La forme (22) n’est cependant pas sans intérét, surtout lorsqu’on 
considére des fonctions ®(A, B) analytiques par rapport aux deux 
variables complexes A et B. 


a c 


DNA 


SUR LALLURE DU MOUVEMENT 


DANS 


LE PROBLÈME DES TROIS CORPS 


QUAND LE TEMPS CROÎT INDEFINIMENT 


Par M. Jean CHAZY 


Introduction. 


1. Je me propose dans le présent travail d’étudier l’allure du mou- 
vement. dans le problème des trois corps quand le temps croît indéfi- 
niment. 

On a remarqué depuis très longtemps que si deux distances mu- 
tuelles croissent indéfiniment et si la troisième reste finie, le pro- 
blème des trois corps se réduit à un double problème des deux corps. 
Il importe tautefois de préciser cette réduction, d’étudier les variations 
des trois distances mutuelles et des douze éléments osculateurs, soit 
en fonction du temps sur une méme trajectoire, soit, s’il est possible, 
en fonction des conditions initiales. : 

On est conduit ainsi à distinguer le mouvement qu'on peut appeler 
hyperbolique-elliptique ('), où deux distances mutuelles sont des infi- 
niment grands d’ordre 1 par rapport aù temps, et où la troisième est 


4 : : eth + 
‘ bornée supérieurement; et le mouvement parabolique-elhptique, où 


| , : 2 j 
deux distances mutuelles sont des infiniment grands d’ordre 3 et où la 


(1) Nous plaçons les deux adjectifs dans cet ordre, parce que par exemple dans le 
système composé du Soleil, de la Terre et de la Lune, on étudie d’abord le mouvement 
du centre de gravité du système partiel Terre-Lune par rapport au Soleil, puis le mou- 


vement de la Lune par rapport à la Terre. 
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troisième est bornée. Un second cas limite du mouvement hyperbo- 
lique-elliptique est le mouvement kyperbolique-parabolique, où les 
trois distances mutuelles sont des sn ii grands, deux d’entre 


elles d'ordre 1 et la troisième d’ordre = 3: Dans ces trois premiers mou- 


vements douze éléments osculateurs, convenablement choisis, tendent 
en général vers des limites finies quand le temps croît indéfiniment. 


D'autre part, il existe des mouvements du problème des trois corps : 


où les trois distances mutuelles croissent indéfiniment, et où une 
sorte d'équilibre entre elles s'établit avec le temps. Dans les uns ces 
trois distances sont des infiniment grands d’ordre 1 par rapport au 
temps, ce sont les mouvements hyperboliques ; dans les autres ces 


. . . . 2 
trois distances sont des infiniment grands d'ordre 5, ce sont les mou- 


vements paraboliques. 

Dans le Chapitre 1 de ce Mémoire, je forme les équations difléren- 
tielles classiques ou connues du problème des trois corps. 

Dans le Chapitre II, je traite le cas où la constante des forces vives 
(demi-force vive moins fonction de forces) est positive. Je démontre le 
théorème : Dans le problème des n corps, quand le mouvement dure 
indéfiniment, le rapport de la plus petite à la plus grande des distances 
mutuelles tend vers une limite si la constante des forces vives est positive. 

Quand la limite du rapport précédent est positive, le mouvement est 


hyperbolique, chacune des coordonnées cartésiennes et des distances 


mutuelles est le produit du temps ¢ par une série entière en - - et —E- Pa 8 


‘ convergente si ¢ est assez grand. Si la limite est nulle dans le at 
des trois corps, le mouvement est hyperbolique-parabolique ou 
hyperbolique-eiliptique, et dans le premier cas peut encore être repré- 
senté par des pans en séries analogues, où le temps figure 


à la puissance 5 3° 


En outre, les valeurs limites des rapports des distances mutuelles, 
et les coefficients des séries obtenues ou les valeurs limites des douze 
éléments osculateurs sont des fonctions . continues des conditions 
initiales : le mouvement des trois corps est instable, on le sait, si la 


constante des forces vives est positive, mais SON INSTABILITE EST CONTINUE. 


Dans le Chapitre III, je traite le cas où la constante des forces vives 


POE ee 
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est nulle dans le probléme des trois corps : le mouvement est hyperbo- 
lique-elliptique ou parabolique. J’ai démontré précédemment que dans 
le mouvement patabolique chacune des différences de coordonnées et 


' « 5 . 
des distances mutuelles est en général le produit de ¢* par une série 


1 
entière en £ * et en deux ou trois puissances du temps, dont les expo- 
sants, négatifs, dépendent des rapports des masses. 

Dans le Chapitre IV, je considère le cas où La constante des forces vives 
est negative dans le problème des trois corps. Le problème, plus impor- 
tant au point de vue pratique, devient aussi plus complexe. Dans 
les calculs s'introduit la quantité m,myri,+ m,m,r?,-+m,m,r%,. 
Si cette quantité tend vers l'infini avec le temps, le RAR ast 
hyperbolique-elliptique ou parabolique-elliptique. Dans ce cas, comme 
quand la constante des forces vives est positive ou nulle, j'épuise la ques- 
tion, je démontre qu'is N'Y A PAS D'AUTRES MOUVEMENTS POSSIBLES QUE CEUX 
QUI VIENNENT D’ETRE ÉNUMÉRÉS ET REPRÉSENTÉS. : 

La quantité m,m,r;, +m,m,r;,+m,m,r?, peut être finie, 
comme dans les solutions périodiques et dans les solutions asympto- 
tiques aux solutions périodiques. Et la question de savoir si cette 
quantité peut être tantôt bornée, tantôt infiniment grande, est posée 
depuis plus de cent ans par les théorèmes de Lagrange et de Poisson 
sur l’invariabilité des grands axes. Dans les deux éventualités il restera 
encore à savoir si l'allure finale de la trajectoire est fonction continue 


- des conditions initiales comme quand la constante des forces vives est 


positive, ou en est au contraire fonction discontinue, comme par 
exemple M. Hadamard l’a établi pour les lignes géodésiques restant à 
distance finie sur les surfaces à courbures opposées d'ordre de 
connexion supérieur à 2. 


Les diverses représentations obtenues (') s s'appliquent en parti- 


(!) Ces représentations m'ont conduit à compléter comme il suit une proposition clas- 
sique de Poincaré : Dans le problème des trois corps dans l’espace, quand la constante 
des forces vives est négative, les trajectoires de l’espace à douze dimensions ne possédant 
pas la stabilité à la Poisson (dans l'intervalle t = 0, t= + ©), peuvent étre dans tout 
volume fini enfermées dans des hypersphéres dont la somme des volumes est aussi petite 
que l’on veut. Or, parmi les trajectoires ne possédant pas la stabilité à la Poisson figurent 
évidemment les trajectoires asymptotes à des trajectoires fermées, et les trajectoires 
hyperboliques-elliptiques et paraboliques-elliptiques. Les trajectoires hy perboliques-ellip- 


ae. 
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culier au prolongement analytique du mouvement au delà de la valeur 
infinie du temps, prolongement que Poincaré a considéré pour étendre 
la notion de stabilité à la Poisson. Mais dans le problème des trois corps, 
les trajectoires non exceptionnelles (les seules de la stabilité desquelles 
on puisse tirer des conséquences pratiques) ou bien possèdent la stabi- 
lité à la Poisson sans être prolongées au delà de la valeur infinie du temps, 
ou bien ne sont pas susceptibles d'être prolongées par des trajectoires réelles. 
Dans le Chapitre V, je complète certaines propositions données par 
M. Sundman dans le cas où l’yne au moins des constantes des aires 
est différente de zéro. M. Sundman a démontré, dans ce cas et de 
t— — © à 1— +, que deux distances mutuelles sont à chaque 
instant supérieures ou égales à une certaine longueur ¢, et que d'autre 
part la vitesse d’un corps dont à un instant les distances aux deux 
autres sont supérieures ou égales à /, est à cet instant inférieure à 
une certaine vitesse V. M. Hadamardarepriset simplifié ces deux pro- 
positions de M. Sundman, en conservant la même restriction. Je pré- 
sente les faïts dans un ordre nouveau, et je limite la vitesse d’un corps 
dont les distances aux deux autres sont limitées inférieurement dans 
certains cas où les trois constantes des aires sont nulles. 
Le Chapitre VI contient deux théorèmes relatifs au problème des 
trois corps : 


Tuéorème A. — Dans le problème des trois corps, quand le temps croit 
indéfiniment, il est impossible que deux corps tendent l'un vers l'autre, 
en restant a distance du troisième corps supérieure à une longueur fixe. 


Tuéortme B. — Dans le problème des trois corps, tout choc de deux corps 
a lieu dans le plan du maximum des aires. 


tiques sont donc, quand la constante des forces vives est négative, moins nombreuses que 
les autres. : : 

La démonstration de la proposition précédente ne s’applique pas à la proposition 
analogue dans le mouvement plan des trois corps, et ne s'applique pas non plus au mou- 
vement dans l’espace quand une ou deux masses s'annulent. D'ailleurs, quand deux masses 
sont nulles, la proposition énoncée est manifestement inexacte, et précisément la comparai- 
son en fait ressortir la signification : en effet, l'espace à douze dimensions est divisé alors 
en trois continua à douze dimensions, correspondant aux deux sortes de trajectoires hyper- 
boliques-elliptiques et aux trajectoires composées de deux ellipses; les trajectoires 
hyper boliques- elliptiques sont ainsi, quand la constante des forces vives est négative et que 
deux masses sont nulles, aussi nombreuses que les autres. 
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CHAPITRE I. 


EQUATIONS. DIFFÉRENTIELLES: ET REMARQUES PRÉLIMINAIRES. 


2. Si m;, x;, y;, 3; désignent les masses (toutes positives) et les 
coordonnées cartésiennes rectangulaires des n corps, 7 la distance 


‘des deux corps de masses m; et m,, et U la fonction de forces 


m;m, 


Lad mime _N 
Un 2e 


les équations différentielles du problème des corps sont les 3n équa- 
tions : 


(1) ig ie — gen pie tes g0W. sise aU 
oe de) ogy “de — oy; ‘ dt 


L’équation des forces vives est 
T=U +4, 
si T désigne la demi-force vive du système des n corps 


T= < 3m} +2 +57) 


et la constante des forces vives. 

Outre l’équation des forces vives, nous utiliserons fréquemment, a 
l’exemple de M. Sundman, une combinaison des équations différen- 
tielles (1) et de l’équation des forces vives, combinaison formée par 
Lagrange dans le probléme des trois corps et par Jacobi dans le pro- 


_ blème des n corps, savoir 


(2) '=2U + 4h, 


ou I désigne la somme | 
I Z2m;(x? + y} + 27) 


et À la constante des forces vives. 
Une conséquence de l'équation (2) est inimédiate. Dans tout mou- 
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vement réel (‘) des ncorps, dans la mesure où le probléme des D ÉRARÉ 
représente une réalité physique, les coordonnées sont des oi de 
holomorphes di temps, et en particulier sont finies ainsi que leurs 
dérivées : donc la fonction | et sa dérivée l' sont de même finies à chaque 
instant du mouvement. Or l'équation (2) montre que, si la constante fe 
est positive ou nulle, la dérivée seconde I” est toujours positive. D'où 
la conséquence : Quand la constante des forces vives est positive ou nulle, 
la fonction 1 n'a pas de maximum et a au plus un GTA PAS pendant 
toute la durée du mouvement réel, c’est-à-dire de t= —# à 1 = +, SI 
le mouvement n’est pas limité par un ou deux chocs. 

Pour étudier au moyen de la théorie des fonctions analytiques les 
coordonnées en fonction du temps dans ie probléme des trois corps, et 
dans un but de généralisation mathématique (7), M. Sundman a pro- 
longé analytiquement et réellement le mouvement au delà de tout choc 


1 
de deux corps, au moyen des séries entières en ¢* représentant les 
coordonnées au voisinage et en deçà de l'instant du choc, =o. Dans 
le problème des trois corps et dans le problème des n corps nous 
ferons le même prolongement. Plus généralement, nous prolongerons 
le mouvement au dela de tout choc au voisinage de l'instant, t= 0, 
duquel les coordonnées s’expriment en séries entières à coefficients 


4 ‘ . . 
réels d’une puissance de ¢, ©, N désignant un nombre entier positif 
impair (*). A tout autre point singulier, situé sur l'axe réel, des 


(1) Nous employons à peu de lignes d’intervalles le mot réel dans deux sens différents 
qu'il convient de distinguer. Le mouvement que M. Sundman obtient par prolongement 
analytique de part et d'autre de l'instant ¢ = 0 d’un choc de deux corps est un mouvement 
réel au sens de la théorie des quantités complexes, car M. Sundman choisit, après 

1 
comme avant le choc, la détermination réelle de la fonction DER mais ce mouvement ne 
représente aucune réalité physique. 

(?) Supposons que dans le mouvement elliptique de deux corps Vellipse s’aplatisse et 
tende vers un segmeut de droite : ce segment de droite peut étre considéré comme une 
trajectoire particulière correspondant à un mouvement périodique avec chocs des 
deux corps. Bien qu’un tel mouvement ne puisse pas se trouver réalisé par les pla- 
netes ou les astres, l'étude de ce mouvement donne des renseignements sur le mouve- 
ment elliptique général, dont il est la limite mathématique, et semble nécessaire à la 
conception des mouvements réels, 


(3) Par exemple, dans le problème des trois corps, au voisinage de l'instant du choc des 


ne 


a eg 


NEO 
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fonctions analytiques représentant les coordonnées, par exemple à 
un choc de trois corps en général, le mouvement sera limité. 


Avec cette extension de la durée du mouvement, les intégrales oS 
$ Tik 


restent encore finies pendant tout le mouvement, car à l’instant de 
l’un des chocs considérés les distances r;; sont nécessairement des 
infiniment petits d'ordre : par rapport au temps (‘); d’après l’équa- 
tion (2) la dérivée I’ et par conséquent la fonction I sont de méme finies. 
Donc, pendant toute cette durée du mouvement encore, la fonction | n'a 
pas de maximum, quand la constante h est positive ou nulle, et a au plus 
un minimum, qui en particulier peut limiter le mouvement. | 

+ Nous supposerons toujours que le mouvement des 7 corps est rap- 
porté au centre de gravité commun, c’est-à-dire que l’on a 


Èm;x;= 0, Em;y:= 0, Z2m;z; = a. 
On déduit alors de l'identité de Lagrange : 


Em;x Emx —(Em;x,) + Imm, (2, — x) = Emimy(x; — x), 


Em;,x Em;x? —(Emixi) + Emim(a:— dr) = Emimi(zi — tx), 


de sorte que la demi-force vive des x corps et leur moment d'inertie 
1 a  ——— ———— 
trois corps, les expressions des neuf coordonnées cartésiennes sont des séries entières 


par rapport à és et en général par rapport à une ou deux puissances du temps, ¢?, dont 
les exposants p sont des fonctions algébriques des rapports des masses. Si l’on écarte des 
mouvements qui se ramènent aux mouvements rectilignes du problème des deux corps, 
ces séries entières ne peuvent être prolongées réellement au dela de l'instant ¢ = o que 
pour des valeurs particulières des masses (cf. Henrik BLock, Arkiv fiir Matematik, 
Astronomi och Fysik, Band V, 1908, n° 9; et Cuazy, Bulletin astronomique, t. XXXV, 
1918, p. 375, 378, et p. 383, note 3). 

(1) M. Sundman a démontré que, dans le probléme des trois corps, la distance de deux 
corps qui se choquent, ou les trois distances mutuelles si les trois corps se choquent, 
sont des infiniment petits d'ordre : par rapport au temps compté jusqu’à l'instant du 
choc (Acta Soc. sc. Fenn., t. XXIV, 1907, n° 6, p. 19-26: t. XXV, 1909, n° 9, p. 13; 
Acta math., t. XXXVI,1912. p.126). J'ai étendu cette propriété à tous les chocs du problème 
des 2 corps où toutes les distances mutuelles tendent vers des limites finies, nulles ou 
différentes de zéro ( Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p. 352. en note. Le raisonne- 
ment contient une erreur, mais se rétablit facilement). 
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par rapport au centre de gravité peuvent se mettre sous la forme 


T= LS (x, — we)", =; Emimeri, 
avec 2 | 
: à M = 2m,;. 


3. Dans le problème des trois corps, nous considérerons fréquem- — 


ment le cas où l’une des trois distances mutuelles est petite par rapport 
aux deux autres. Nous nous servirons alors des notations bien connues, 
employées pour la première fois par Jacobi. Soient m, et m, les deux 
masses voisines relativement à la troisième : posant r,, = r, nous dési- 
gnerons par &, n, € les coordonnées de la masse m, par rapport au 


centre de gravité des masses m, et m,, par p la distance de la masse m, 
à ce centre de gravité (e = VE+n°+€), enfin par x, y, z les coor- 


données de la masse m, par rapport à la masse m, (r = x? + y? + 3°). 
Avec ces notations les équations différentielles des deux mouvements 
relatifs que nous venons de définir sont les six équations 


drt a a I ” 


e 23 3 
din a; a, yorayes 
bd Eee a, a; I I 
as MS, tt ee: 
dx (m+m,)r a ay a oo | 
CE ter never Si hong yh 
d? (m,+m,) 
RE Pee pe LE dp (+ ie) ae inp Me 
(4) are & PS 13 a + Fe Ben ris Ths À 
az (m+m,)s a a i I 
FF acta a aes — ms (a + me) + mt( a), 
où l’on a posé | 
4; —= ms > ag eet 
m+ Mm, m,+ Ma 


de sorte que l’on a 
a,+4,—1, 
Tis=(E+ a2) + (n+ ay)P+(6+ a3)?, 
Tis =(È—ax)+ (n—a,y)*+ (§—a,5)*. 


eesti dm 
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En dérivant deux fois l'équation p? = £? + n°? + {?, on obtient 
pp"+p'— SEE" + SE, 
Si dans le second membre on substitue à £”, n”, C’ leurs éxpressions 
tirées des équations (3), et à la somme SE”? l’expression 
S (n£'— = pa 
p? 
tirée de l'identité (‘) de Lagrange: on ce l'équation 


: 1 S S Fes es 1\e 
(5) LP de SET Me + + a, a, Saxé <a aon à (no Soi). 
aa 13 p 23 13 p 


ot n+ Li pet 


Par un calcul symétrique on obtient l'équation 


: + rt Mi + ms a, as 
eee a 
(ear KT 
+m, 525 (4. — 3.) 4 SUS ay, 
r "23 Tia r ! 


L’équation des forces vives s’écrit 


(7) ede (eng nite gt) + SPE (alte yt at) a + a 
7 ; 1 2 à 
ou aussi ht 
(m,+ mms [,,, 12 12 (= æ)| 
(8) M Ë +n +o aM ah ee : 
, Mi Ma RAAT ee ae ee … 
Tm my (2 LAN TT Jae 


Les intégrales des aires s'écrivent 


(y3'—2y") =, 


_(m+m)ms ne 
RDS * DRE En!) + 


re 


(m +m )m 4 , mm w= PS oes 
(ts) (gr — Ft mem Le æz')=p 
Cu) (Ent — a) + SAME (ay! — ya") = 


A, p, v désignant les trois constantes des aires. 
ES 
(1) C'est-à-dire de l'identité u 
(E+ nt+ C)(EFH nt 02) = (BE ain’ + EC) + S(t! — En}, 


où l'on a lens ‘ ; 
gr t+ C= p%, + mn += pp’. 
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Enfin le moment d'inertie des trois corps par rapport au centre de 
gravité commun admet l’expression 


° mm 
(9) pa Cri ma) Ms ‘ dd ee 
M Mi + Mo 


Ajoutons ici deux remarques que nous appliquerons fréquemment 
dans la suite. La première (') est due à M. Sundman. Si dans l’équa- 
tion des forces vives (7) on substitue l’expression 
S(yz—2r 


+744 = TEE = 


on voit que chacune des quatre quantités 


(ys!—2y')? (sa'—as!)*  (wy'— yo')? 
Ga =ayY (za), (wy'—ya'l 


TI, 
r r r 


est inférieure ou égale à l’expression 


m,+m, (mym3r | mmr 
a(my-+ m,) +a MEET (Maat 4 Maat 


M Mae 


== hr); 
M13 Tas 
donc à une quantité bornée, pourvu que la distance r soit inférieure aux 
deux autres, r,, et r;,, et pourvu que de plus la distance r soit bornee : 
d’où, sous ces deux conditions (?), les formules (*) 


r! 


aa à 
— Vr. 
(10) ys'— zy’ = byr, zx'— x3'= br, zy'—yz'= bVr. 


La seconde remarque est relative aux développements bien connus 


(*) Cf. Acta Soc. sc. Fennicæ, |. XXXIV, 1907, n° 6, p. 28; Acta mathematica, 
Lu XXXVI, 1912, p. 123 et 168. 

(?) Nous appliquerons ces formules dans plusieurs cas où la constante des forces 
vives A est négative : si A est négatif ou nul, la seconde condition est évidemment 
superflue. | 

(*) Dans ce Mémoire nous considérons un grand nombre de quantités bornées supé- 
rieurement en valeur absolue et un grand nombre de quantités infiniment petites en 
valeur absolue, quand le temps croit indéfiniment. Nous désignerons le plus souvent, pour 
simplifier nos formules, toutes les quantités de la première catégorie par la même lettre 3 
sans les distinguer l'une de l'autre, et de même toutes les quantités de la seconde caté- 
gorie par la lettre ¢; de sorte que nous pourrons avoir des égalités telles que 26 = b, 
2€ =, sans que à ni ¢ soient nuls, 


ee ee aoa 


RS ES 


aaa ré de 


pe 


PARA 
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+ . L 1 fe . 
suivant les puissances du quotient — de l’expression < + — figurant 
. ys ° à à iv ; 
dans la fonction de forces U et dans l’équation des forces vives (8), et 


de expression + © figur équati PE 
p Fu Haras dans les équations (3) en =? +» 
2 


d*s los ad 
Za et dans l'équation (5) en ee Les développements de ces deux 


expressions sont valables pour | <1. Les premiers termes sont 
respectivement à et 3 (4 + a, =1), les termes en wets se détruisent; 


, ae à aS ; ; ss i 
de sorte que si È est inférieur à un nombre fixe inférieur à 1, on a les 
formules 
az I 


a 
(17) —+——- 
T'as as p 


Le, br? pe I ja br? 
—) = — —— 6 
p* MT EN D 


Au contraire, dans le développement de l'expression HP TU 

Lof4a reser 
d*z d'y d* ia . x 
— <a ni et dans l’équation (6) 
2 


d?r. pio ; i EEE 
en Ty? le terme en — n’est identiquement nul que si l’on am, — m. 
£ P 


rant dans les équations (4) en 


CHAPITRE II. 


LA CONSTANTE DES FORCES VIVES EST POSITIVE. 


4. Nous diviserons notre discussion en trois parties, en supposant 
successivement la constante des forces vives À positive, nulle, puis 
négative. . 

Supposons d’abord A positif, et supposons que dans le probleme 
des n corps le mouvement dure indéfiniment de 1=0 à {= +». 
Considérons l'équation de Lagrange et Jacobi : 


l— 4h + 2U. 


Désignons par I, et I’, les valeurs de la fonction I et de la dérivée I’ à 


instant 2 = 0, et intégrons deux fois de suite l’¢quation précédente : 


t , 
faa} | Va hhe+a f Ude+Ii, 
= | ‘ . 0 


| an | 
(13) [= ahora f du f NV a oe 
0 0 
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La valeur initiale I, est nécessairement positive ou nulle. L'équa- 
tion (12) montre que si I’, est négatif, I’ devient positif quand t est 


positif et assez grand, car la fonction U et l'intégrale f Udt sont 


évidemment positives : donc, en changeant au besoin l’origine du 


temps, on peut supposer |, positif. 
De l’équation (13) on déduit alors pour ¢ > 0 l'inégalité 


(14) I> 2he. 


Cette inégalité nous amène à considérer la plus grande des distances 
mutuelles rz, que nous désignerons à chaque instant par R; et nous 
désignerons de même à chaque instant la plus petite des distances 
mutuelles par r. Les distances r et R ne sont pas nécessairement les 
distances des deux mêmes masses pendant tout le mouvement. Le 
couple de masses, dont la distance est la plus grande ou la plus petite 
des distances mutuelles, peut changer : à l’instant où ce couple change, 
R ou rest une fonction continue du temps, pourvue d’une dérivée à 
droite et d’une dérivée à gauche, différentes en général. 

Si l’on compare le carré R? et la quantité I, on a évidemment l’iné- 
galité 

Z2mimy >< R*5 Em;myri,= MI, 

et l’on déduit de l'inégalité (14) pour t > o 


aMh 


= € 
Emmy 


(15) R> 
Nous avons ainsi à chaque instant une limite inférieure de la quan- 
tité Let une limite inférieure de la distance R. Il résulte en particulier 
que, quand le temps croit indéfiniment, le nissan. K est borné infé- 
rieurement. 

Tutortme. — Dans le proteins des n corps, st la constante des forces 
vives h est positive, le quotient = R ~ tend vers une limite quand le temps croit 
indéfiniment. 


; ‘ VE L. nd 4 
Pour démontrer ce théorème, nous allons faire subir à l'expression 


Es à Rha ’ 
ais Wn meS (ri di) 


aE menage 
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des transformations du même genre que les transformations opérées 
par Lagrange dans le problème des trois corps, et d’où l'identité de 


_ Lagrange a tiré son nom. 


Cette identité donne d’abord 
Sri mr) x S( 2, — v,)?=[S(a2;— 2%) ( vj; — 24.) 


+ SLi = 1a 55 84) (31 — 34) (97-9) Bs 
d’où, d’après l’équation FAP 

ae D CT; cee xp) 1? 
et son équation dérivée 


S(ri— 2) (ri Lp) = lili 


M at IUT OU RG OT, 
: lik ; 
On déduit 
ma ios 2 ao 
Wl lps M Xm,m,r7;7.4- Q?, 
re . 3n(n—1) > ; 
Q? désignant une somme de 9 carrés. 


Si l’on multiplie la somme Zm;myr? par la somme Zm;myr°,, égale 
à MI, l'identité de Lagrange donne encore l'équation 


Emimiri <x SMM, (AM Mv)? + Vy My my M (VK El)? 


où la dernière somme est étendue à tous les couples de distances 
mutuelles et comprend ainsi tent nee termes. On obtient 
d’ailleurs par dérivation | 

| | 2Emmirra ri MV, 
d’où l’on déduit 
aL cd Ymjmny,.m; ue ry — Viti) 


et 
J ; 
oT=— {tee F Emmy mural ji 


à ART 
ai | MPI mas 


- Telle est l'expression cherchée. 


EL 


RAT ET 


MR | 


rent 


Au moyen de cette expression nous pouvons écrire l'équation des 
forces vives | 


n Ny (Pip Pope Pee : 
1 Smjm ym, My (Vi jt ik) + O?=2U + 2h, 
Si ioe a ae VT oo en iw 
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et si nous désignons par m la plus petite des m masses m,, nous en 
déduisons l’inégalité 

m*(Rr’— rR’)? _ l': 

M?1 
ou encore - 


(16) (a) |= fe (u+sn 7), 


b désignant une quantité bornée (‘). 
ES des limites DS des deux facteurs du second 


membre 75 set2U + 2h — FV De l’inégalité 
I _ =m;,m, 
| no ae 
et de l’inégalité (15) on tire 
I 
REA 


On a d'autre part 


Emimy _ Lm;m, 
< r : 


i 


Vik 


Enfin la différence 2h — i 7]? au moyen des expressions (12) et (13) « 


des quantités I’ et I, et aprés réductions, devient 


t t t 
son ( [ dt [ Uae—e f ude) + 8414 ( [° Ua) —4 «fran 
0 0 . 0 


(17) il 


- vo 


Or d'après les hypothèses énoncées au n° 2, la fonction fu dt, | 
| 


t t 
a fortiort la fonction [ dt f U dt, et par conséquent la fonction 
0 0 


t t al 
[af Ude—e f Uae 
0 é 0 0 


a SN cma 


(1) Cf. page 38, note 3. 
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sont finies pour toute valeur finie du temps. D’ailleurs cette derniére 
fonction est évidemment nulle pour ¢=o0, et sa dérivée par rapport 


at, 
ee vae— f i deccalies-= 10; 
0 0 


est négative si £ est positif : donc la fonction considérée est négative 
aussi si ¢ est positif. Si au numérateur de l'expression (17), nous sup- 
primons le premier terme et d’autre part les trois termes précédés du 
signe —, ce numérateur se réduit à 8AI, et a augmenté : 


12 
spas ie 2hIy 


1 bis 


Par substitution des limites supérieures obtenues, l’équation (16). . 


devient 
PN b 2m;m, Al, 
I(x) = Toe 
hI, 7x2 


Sous le radical le rapport du second terme au premier est 5 >< 7: 


or de l’inégalité 


us Bee M 
r'Emimsz Emimrri= MI ou = z4/ 


é nya 2mimy 


et de l'inégalité (14), on déduit que le quotient 7 tend vers zéro 


quand le temps croit indéfiniment. On peut écrire 


CIE: 


et par suite et d’après l’inégalité (15), 


(18) ve 


Puisque l'intégrale = dt tend vers une limite finie quand la limite 
i 


inférieure est positive et fixe et que la limite supérièure croît indéfi- 


\ 


EE + 


4 
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niment,. Pekar obtenue montre que la quantité (7 i ; ‘done le 
rapport 7 tendent aussi vers des limites : ce qui démontre le théorèmé 
énoncé. 

Soit {la limite du rapport & q : on a, en intégrant de l'instant ¢= +2 


aD instant t les deux extrêmes des trois quantités égales (18), 


¥) 
a) ~8=33 
R Ve” 


le rapport + et la limite {ne peuvent évidemment être extérieurs à l’in- 


tervalle de a à r. Si la limite / est nulle, l'équation précédente devient 


(19) i= 


~ 
mies Lo 
3 s 


Une remarque nous sera utile plus loin. Sisur un faisceau de trajec- 
toires la constante 4 est comprise entre deux quantités positives fixes, 
et si les valeurs initiales I, et I, (celle-ci avant d’être éventuellement 
rendue positive) sont bornées, les quantités b des équations (18) 


et (19) sont inférieures à une même quantité, et le rapport & tend vers 


sa limite uniformément sur toutes ces trajectoires : par suite cette 
limite est une fonction continue des conditions initiales. Au fond c'est 
ici que réside la démonstration de la continuité de l'allure finale des 
trajectoires en fonction des conditions initiales, dans le problème des 
trois corps et quand la constante des forces vives est positive. 


5. MouvemENT nvPerBoLiQuE. — Dans le problème des n corps suppo- 
sons encore positive la constante ae forces vives, et supposons plus grande 


que séro la limite | du rapport Ri : nous allons donner des expressions 


des 3n coordonnées Ti, Vi 5; en fonction du temps au Pop a de la 
valeur ¢ = + asp à 


On a d’ abord | 
r=lR(i+e), 


ae a ae Ry War TB 


à 9 . = E 3 - 
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— ] Fs , 
‘Si Tix deste l’une quelconque des ow : ) distances mutuelles, on 


déduit de l’équation précédente at de I’ inégalité (15) - 


1 ot rte SN Emimy(i+e) 
2 ” = me QE —. 
(se) 7 SR aR = BMA A 


Puisqu’on a d’autre part les inégalités telles que |æ;— wt [Zra, les 
équations différentielles (1) sont de la forme 


~ diz; b d y; 12; ; 
x i Lee d'z one ae ere ae 


Donc les 3n projections des vitesses x,, y;, 2, tendent vers des 
valeurs limites quand ¢tend vers + o : soient A;, B,,C;(t —1,2,..., n) 
ces 3n valeurs limites; on obtient-en intégrant la première équa- 
tion (21) de l'instant  — + 2 à l'instant à 


b 
= A;+ os 


En intégrant à nouveau l'équation précédente à partir d’une 
valeur t, arbitraire mais assez grande, on obtient 


ai= Lin + A;(t — 1) + b(logt— logé), 


ou, une fois fixé I instant #,, & désigne comme d’ordinaire une fonc- 


tion barnée de £ quand t croit indéfiniment. D'où les 3n 5 


aay a;=A;t+blogt, br die 3, Gt + blogt 
(Es; as a Ee 


Nous savons seulement j jusqu "ici que dans les 3n expressions (22) 
les 3n coefficients de logs sont des fonctions bornées : je dis que 
ces 3n coefficients tendent vers des limites. En effet, pour que 


eee) quantités ah soient bornés inférieurement selon l'inégalité 
2 5 É » 5 


(20), il est nécessaire que les phar sommes S(A;—A,)* soient 


Se 
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différentes de zéro, et l’on tire alors (') des expressions (22) 


t 
r?,='8(A;— A4} x a(: + 5 98€ } 


loge 
I t 
= : 3 x< pr ges ree 
hk [S¢A:— Ac}? P 
Posons æ 
bat gun (chia Bee CES 
i 2th Tae Le 
(23) [S(A— ANT 7° 
1 OÙ rt. OÙ 


Bi=— = oR? Mee r= Ce rp See 


en remplacant dans la fonction U sh variables æ;, y;, 3; par les « 


variables A,, B;, C,. L’ équation (1) en 2 <x prend la forme 
À a; logé 
ART . dE) 


En intégrant cette nouvelle équation de l'instant t— + © à l’ins- 
tant zt, on obtient d’abord (?) 


(24) z= Aj+— +b — > 
Intégrons une seconde fois à partir d’un instant quelconque; 
puisque les coefficients A; et «; sont des constantes, on voit que /a dif- 
férence ;— A;t — u;logt tend vers une limite finie quand le temps croît 


(1) Car l'on a par exemple 


et la fonction 8 est bornée, puisqu'elle tend vers zéro. 


(2) Car l’on a encore 


loge, __ logt 1 _ logt 1 
Wii FTA ged 258 ae et) 
me logt est borné, puisque logt tend vers + 0, 


RET RS te — — « 


ta 
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indéfiniment. I] résulte de méme que les 372 — 1 différences analogues 
tendent vers des limites finies quand ¢ tend vers + se. 

On pourrait continuer l’application du même procédé d’approxima- 
tion. Au point où nous en sommes, il sera plus simple pour obtenir 
l’ensemble de nos développements de les rattacher aux théorèmes 
d'existence des solutions des systèmes différentiels. | 

Soient D,, E;, F(t =1, 2,..., 2) les 3n valeurs limites des 3n fonc- 
tions æ;,— A;t — a,logt, y;— B;t— B,logt, 3, — C;t— y;logt. Posons 


XL; = Ajt+ a; logt + D,+ x 
Hi=B,t+B;logt + E; + Y,, 
2— Gt + y,logt.+- F; +7; CEE NT) 


les 37 quantités X;, Y;, Z; tendront vers zéro. Posons d'autre part 


(25) t— —i,, t— =n, i ail Cay ne ee meee 


d’après l’équation (24) et les équations analogues, les 3n fonctions ;, 


. , I 
ns, G tendront aussi vers zéro. Posons enfin ¢= T’ de façon que la 


variable indépendante T tende vers zéro comme les Gn fonctions X,, 


XYZ; Ess Nis Ces 

Le système des 3n équations différentielles du second ordre (1) se 
transforme en un système de 6» équations différentielles du premier 
ordre, composé des 37 équations (25) et de 3n autres équations, ana- 


logues entre elles, dont l’une est 


T 


= 222 de Cl Tiel, Nels hel, dale ween PAR A à à 
la fonction P, désignant une série entiére sans terme constant, conver- 
genté si ses 3n + 2 arguments sont assez petits. Nous devons chercher 
la ou les solutions de ce système transformé où les 6n fonctions \,, Y;, 
Lis Sis Ney G tendent vers zéro avec la variable positive T. 

Pour obtenir un système de la forme classique, dont les seconds 
membres soient holomorphes par rapport à toutes les variables, il 
suffit de considérer une nouvelle variable en posant 


4 # w==T logt, 
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et d’ajouter l’équation 
du a 

(26) 1 | ea ie 
Nous avons alors un nouveau système composé de Gn + 1 équations 
entre les 6n +1 fonctions X,, Y;, Zz & ns, C:(i =1, 2, ---, n) etude la 
variable T; les seconds membres de ces 6n + 1 équations sont holo- 
morphes et nuls pour les valeurs nulles des Gr + 1 fonctions et de la 
variable T. : 

Cherchons les solutions (') de ce système où les 6n + 1 fonctions 


tendent vers zéro avec la variable indépendante T. L’équation caracté- 


ristique est visiblement 
(S + 1)"S*"(S — 1) — 0. 
La seule racine de partie réelle positive est la racine double S=1, 


à laquelle correspond le diviseur élémentaire double (S — 1} 
Les solutions cherchées sont développables par rapport aux deux 


(1) Parmi Iles différents travaux relatifs à celte sorte de systèmes différentiels 
(cf. Encyclopédie des Sciences mathématiques, édition française, t. 4, vol. III, fase. II, 
arlicle de P. PAINLEVÉ, p. 49-53), le système considéré ici rentre dans les cas traités par 
Horn (Journal de Crelle, Band 117, 1897, p. 110 et 262). La présence dans l'équation 
caractéristique d’une racine nulle d'ordre 3n pourrait donner à craindre que ce système 
différentiel admette des solutions où les 67 +1 fonctions tendent vers zéro avec la 
variable indépendante, et qui échappent à notre mode de représentation (cf. Corron, 
Annales de l'École Normale, 3° série, t. XXVIII, 1911, p. 512). En réalité, l'existence de 
ces 3n racines nulles correspond à ce fait que les 3n coefficients D;, E;, F; sont arbitraires 

. dans les expressions (27), et que par suite le système considéré doit admettre des solu- 
tions où les 3n fonctions X;, Y;, Z; ont des valeurs constantes et arbitraires. De même 
l'existence de 37 racines égales à — 1 dans l’équation caractéristique correspond à ce 
fait que dans les expressions (27) les 3n coefficients A;, B;, C; sont arbitraires. 

On pourrait arriver aux mêmes développements à partir du système primitif contenant 
TlogT dans les seconds membres, par une légère extension de la méthode que M. Picard 
(Traité d’Analyse, 2° édition, t. Ill, p. 32) applique aux deux équations 


EP =o +Pr(x, 7), 


Ue Bey + Palys 


les P, (a2, y) désignant des séries entières convergentes en x et y et sans termes constants 
ni termes du premier degré. ~ 
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variables T et TlogT. Les développements contiennent une constante 
arbitraire K telle qu’on ait, d’après l'équation (26), 


u=KT+TlogT. 


Pour se borner aux solutions du systéme primitif, il suffit selon 
l'équation qui a introduit la variable u, u —T logT, de faire K=o. 
Done les solutions considérées du système primitif, et en particulier 
les 3n fonctions X;, Y;, Z; admettent des développements en séries 
entières en T et TlogT, sans termes constants et sans constante arbi- 
traire nouvelle, séries convergentes si les deux variables T et TlogT 
sont assez petites. . 
Hl résulte que les 3n coordonnées æ;, y;, =; sont développables sous la 


forme (') 


n= Ait-+ aloge + Dit Pi ( n i) 


(29) 4 7: = Bit + Blogt + E,+ P, (AS, ;) 


à je logé 1 ; 
5; = Ut 4+. y,loget + Fi Pi ( + à) (Dana SNS 


loge log£ 1 
© = ef 1 


. I wae mere a] 
les fonctions P, ( » = désignant des séries entières en 


. ‘ sans terme constant et convergentes si £ est assez grand. 


Les développements (27) renferment les 62 paramètres A;, B,, C, 


: hat ave n(n—1 
D,, E,, F;, satisfaisant aux ER 


inégalités 
S(A;— Ax)? 0. 


Pour rapporter le mouvement au centre de gravité, il suffit d’im- 
poser aux 67 paramètres À;, B;, C;, D;, E;, F; les six conditions 


‘a U x | 
Sm, A; = 0, =m,;B;= 0, Se hy = O% 
Pe or 2m;,E;—6, Sim, l=: 


(1) M Bohlin a donné par approximations successives celle forme de développement 
dans les mouvements rectilignes des deux corps et des trois corps sans toutefois en démon- 
trer la convergence (Astronomiska Jakitagelser och undersékningar, Band 9, 1908, n° 1, 
p- 14 et 45). J'ai donné ces développements dans‘le problème général des nx corps dans 
une Note des Comptes rendus (t. 157, 1913, p. 1398). 

Ann Ee. Norm., (3), XXXIX. — FÉévRIER Iy22, = 


de même forme que les coordonnées, à des termes en 
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les trajectoires correspondantes dépendent alors de Gn-* paramètres arbi- 
traires comme les trajectoires les plus générales du problème des n corps. 
De même, dans les mouvements plan et rectiligne, les trajectoires 
représentées par les équations (27) dépendent du même nombre de 
paramètres arbitraires que les trajectoires les plus générales. 

Quand le temps croît indéfiniment, la figure formée par les n corps 
sur les trajectoires considérées tend à être homothétique dans le rap- 
port z à la figure formée par les x points 


aim Ai, yi= Bj, sj GTA See NT, 


c'est-à-dire à une figure quelconque de n points distincts. 


Les. distances mutuelles-admettent évidemment des développements 


log?t log*t 
Fos = 


t as 


see 


près, en général, soit au total 


logé 1 
rk=tP|—=-, - 
ik ( t » +) 


A Pie we i | lo t I . , 
où P désigne une série entière en a et 7» convergente si ¢ est assez 


grand, et dont le terme constant est nécessairement différent de zéro. 


Un cas particulier du développement. précédent est le dévelop- 


pement (‘) du rayon vecteur dans le mouvement hyperbolique de deux 
corps ' 


2n | = 
r= nat + aloge +a (log = +h—5—1) 


a logt a an I logé à 
epee _ ce = = = 
. oe (log + 0 s);+P.( ts 


t n 


(*) Ce développement résulte facilement aus-i de l'élimination de la variable « entre les 
équations classiques (cf. TissenanD, Traité de Mécanique cé'este, t. I, p. 115-116 ) 


E«— E-v 


2 


( E« + E-- ) | 
T=Ql EE — 1}. 
2 


e 


—u=nt+h—a, 


Dans un passage Des méthodes nouvelles de la Mécanique céleste (t. Ill, p. 169), il 
semble que l'existence du terme en logé dans le développement du rayon vecteur du 
mouvement hyperbolique de deux corps échappe à Poincaré (cf. infra, n° 6). 


| 
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avec les notations classiques, et si l’on désigne par P, une série entière 
logt 


| . 
en —— et >> convergente si ¢est assez grand, et sans terme constant 


ni termes du premier degré. 


. . . , , n nr — I LU 
Sur les trajectoires considérées, les 100 distances mutuelles sont 


des infiniment grands d’ordre 1 par rapport au tempst; la condition est 


caractéristique. En effet, si les > distances mutuelles sont des: 


infiniment grands d’ordre 1, le rapport de la plus petite à la plus 
grande d’entre elles tend vers une limite plus grande que zéro : 
d’autre part, dans l'équation des forces vives, la fonction U tend vers 
zéro et la demi-force vive T ne peut être négative ni tendre vers zéro; 
car siles 3n dérivées x;, y!, =, tendaient vers zéro, il en serait de 


A + Xx; ET . 
même des 3n quotients —» oa — et par suite des 


ce qui est impossible si les distances 7;, sont des infiniment grands 
d’ordre 1. Donc la constante des forces vives A est nécessairement 
positive et c’est le cas actuel. Puisque dans le probléme des deux 
corps les trajectoires ainsi caractérisées sont des branches d’hyperbole, 
par extension dans le probléme des n corps on peut appeler encore 


n(n —1) . lik 
quotients rae 


_ hyperboliques (') les trajectoires et mouvements correspondants. 


—— 


Les trajectoires des n corps représentées par les équations (27) 
sont évidemment asymptotes aux courbes représentées par les mêmes 
équations où l’on annule les 37 termes P,. Si l’on écarte le mouvement 
rectiligne, la trajectoire de chacun des n corps est asymptote à une 


qe 


(1) Le mot a été employé, mais il importe de le préciser. Dans le probléme des trois 
corps, parmi les mouvements où les trois distances mutuelles croissent indéfiniment avec le 
temps, il faut distinguer : 1° les mouvements Ayperboliques, que nous définissons ici, et 
où les trois distances mutuelles sont des infiniment grands d'ordre » par rapport au temps; 
2° les mouvements que j'ai appelés paraboliques (cf. Bulletin astronomique, t. XXXV, 
1918, p. 343; et infra, n°11, p. 88), et où les trois distances mutuelles sont des infi- 


niment grands d'ordre ; comme le rayon vecteur du mouvement parabolique de deux 
corps; 3° les mouvements hyperboliques-paraboliques que nous considérons plus loin (n° 7, 


DY 
p. 65-72), où l’une des distances mutuelles est un infiniment grand d’ordre 3 et les deux 


a utres des infiniment grands d'ordre 1, 
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courbe plane, dont l'équation dans son plan peut être réduite en géné- 
ral à la forme y = a”, a désignant une constante positive, en axes rec- 
tangulaires ou obliques. Comme pour les branches Whyperbole du 
probléme des deux corps, cette courbe plane peut se réduire & une 
droite. Pour que les trajectoires des nm corps admettent toutes des 
asymptotes rectilignes, il suffit que les 3 n coefficients «;, B;, y; soient 
- proportionnels aux 3n coefficients A;, B;, C;; d’après les équations (25), 


il suffit donc que les 3n coefficients A;, B;, C; satisfassent aux Sn 4 


équations 


1 OÙ É gure i 1 OU _ 
mi JA; ay 4B;+ m; OB; =O, AG Ou; =o 


(t= 1,2, ..., 7), 


AA;+ 


À désignant une inconnue auxiliaire : c’est-à-dire que la configuration- 
limite des n corps quand le temps croit indéfiniment soit une figure 
d'équilibre relatif. Rappelons que les figures d’équilibre relatif, que 
forment les n corps quand Hs se meuvent de façon que leurs distances 
mutuelles aient des rapports invariables, sont aussi les configurations 
limites possibles (') quand les » corps se choquent en un même point 
de l’espace, ou quand ils s’éloignent indéfiniment sur les trajectoires 
paraboliques : le probléme des trois corps admet deux figures d’équi- 
libre relatif, une figure rectiligne obtenue par Euler, et le triangle 
équilatéral, obtenu par Lagrange. 
Enfin il est clair que, comme la valeur limite du rapport RE les 


coefficients des séries (27) sont fonctions continues des conditions 
initiales. 


6. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DU MOUVEMENT AU DELA DE LA VALEUR INFINIE 
DU TEMPS. — Puisque nous avons des expressions des coordonnées en 
fonctions du temps 4, valables quand ¢ tend par valeurs réelles 
vers + >, traitons la question du prolongement analytique du mouve- 
ment au dela de la valeur infinie dn.temps. Poincaré a considéré (?) un 
tel prolongement en vue d'étendre la notion de stabilité à la Poisson : 


UN PS à us shirt ee i tel ARS NII CES 
pi Cf SUNDMAN, Acta Soc. sc. Fennicæ, t. XXXIV, 1906, n° 6, p. 28; Cnazv, Bulle- 
tin astronomique, L. XXXV, 1918, p. 321-389, et infra, n° 11, p. 88 * 

(?) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, \. Il, p. 168, 


ee ee 


arr 


re 
À 


. 


* 
… 
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si une trajectoire ne possède pas la stabilité à la Poisson quand le 
temps ¢ croit de la valeur ¢ =o à la valeur 1 = ++, l’ensemble de 
cette trajectoire et de ses prolongements analytiques successifs peut 
posséder cette stabilité. Poincaré a pris comme exemples le mouve- 
ment des trois corps que nous appelons plus loin mouvement hyper- 
bolique-elliptique, et d’abord le mouvement hyperbolique des deux 
corps. M. Picard a précisé (') dans ce dernier mouvement le prolon- 
gement analytique de la trajectoire. Il est curieux de constater que 
dans le problème des trois corps les trajectoires non exceptionnelles ou 
bien possèdent la stabilité à la Poisson sans étre prolongées analytique- 
ment au delà de la valeur infinie du temps, ou bien ne sont pas suscep- 
tibles d’être prolongées par des trajectoires réelles, de sorte que la con- 
ception de Poincaré ne s'applique pas au problème des trois corps au 
moins sous sa forme immédiate. D'autre part, dans le problème des 
deux corps, la trajectoire peut être prolongée par une trajectoire réelle, 
mais le temps acquiert nécessairement des valeurs imaginaires (?), et 
d’ailleurs après tous les prolongements possibles la trajectoire se 
compose seulement des deux branches d’une même hyperbole, par- 
courues, l’une au moins, une infinité de fois. 

Considérons en premier lieu le mouvement parabolique des deux 
corps, ou plutôt le mouvement parabolique d'un point M attiré par un 
point fixe O en raison inverse du carré de la distance. Dans ce mou- 
vement parabolique Jes coordonnées cartésienne du point M sont 
représentées, quand le temps est assez grand, par des séries entières 


4 
convergentes ordonnées suivant les puissances décroissantes de 4”, et 


dont les premiers termes sont en i. Ces séries sont valables pour 

représenter un même mouvement où le point M est supposé décrire 

d'une branche infinie à l’autre toute la parabole trajectoire, sur les 

deux arcs où la valeur absolue du temps est assez grande, corres- 

_pondant l’un a des valeurs négatives, l’autre à des valeurs positives du 

temps : il suffit de choisir sur ces deux arcs la détermination réelle 
(1) Bulletin des Sciences mathématiques, af série, t. XXXVIIL, 1914, p. 323. 


(2) Si les coordonnées cartésiennes el leurs dérivééS par rapport au temps sont réelles, 
la différentielle de est réelle, et le temps ¢ varie néeessairement dans le p!an complexe sur 


une droite parallèle à l'axe réel, sinon sur l’'axe réel, 


ee —————"——— ——— 


cn). tr 
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det’. Pour suivre cette détermination de l’un à l’autre des deux arcs 
considérés, on peut, dans le plan de la variable complexe £, relier les 
deux segments positif et négatif de l’axe réel par un chemin restant 
assez voisin du point ¢ = 0 pour ne pas sortir du domaine de conver- 
gence (') des séries entières considérées, et tournant autour du point 
t= d'un angle multiple impair de 3x. Le prolongement analytique 
du mouvement parabolique ainsi effectué au delà de la valeur infinie 


du temps est en tous points semblable au prolongement effectué par 


M. Sundman après l'instant, =o, d’un choc de deux eorps s’attirant 


en raison inverse du carré de Ja distance, au moyen des séries entières. 


en À qui représentent le mouvement avant l'instant du choc. Dans l’un 
et l’autre des prolongements, on passe-de valeurs réelles à des valeurs 
réelles du temps par un chemin du plan de la variable complexe ¢ qui 
a nécessairement des points imaginaires, et qu’on peut prendre aussi 
voisin du point singulier que l’on veut. Insistgns sur ce que dans les 
deux cas la loi du mouvement prolongé est, comme la loi du mouve- 
ment primitif, une attraction en raison inverse du carré de la distance. 

Considérons maintenant le mouvement hyperbolique de deux corps, 
c’est-à-dire le mouvement hyperbolique d’un point mobile M attiré 
par un point fixe O en raison inverse du carré de la distance, et 
faisons une remarque évidente au sujet desexpressions obtenues dans 
ce mouvement pour représenter les coordonnées et le rayon vecteur 
pour les grandes valeurs du temps. Ces expressions contiennent à la 
fois t et loge : d'après la forme du développement du rayon vecteur, 
on voit que, si l’on part d’une valeur de ¢ positive et assez grande, et 
qu’on arrive à une valeur de £ négative, par un circuit quelconque du 


plan de la variable ¢, mais assez voisin du point t=, la détermi- 


nation finale de loge sera imaginaire, et la nouvelle valeur du rayon 
vecteur pour des valeurs négatives du temps très grandes en valeur 


mo mo SO 


(1) Dans le mouvement parabolique des deux corps, les coordonnées cartésiennes et le 
rayon vecteur n'ont dans tout le plan de la variable ¢ que trois points singuliers : le 
point ¢ = +, point critique algébrique d'ordre 2, et deux points imaginaires conjugués, où 
le rayon vecteur s'annule, points critiques algébriques d'ordre 1. En particulier, sauf au 


point ¢ =», les coordonnées cartésiernes ‘et le rayon vecleur sont holomorphes tout le 
long de l’axe réel. 


LS 


at 


3 ét à 


’ 
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absolue sera aussi imaginaire ('). Réciproquement, si le mouvement 
considéré admet un prolongement où la trajectoire est réelle, le temps t a 
nécessairement dans ce prolongement des valeurs imaginaires. 

Sans approfondir davantage la forme de l’expression en fonction du 
temps du rayon vecteur dans le mouvement hyperbolique des deux 
corps, prenons, selon le procédé de Poincaré, une autre variable indé- 
pendante. La trajectoire primitive du point M est une branche d'hyper- 
bole tournant sa concavité vers le foyer 0 : l’équation de l’hyperbole 
dont cette branche fait partie 


i 
I+ecos 


subsiste nécessairement dans le mouvement prolongé. M. Picard 
prend pour nouvelle variable l’anomalie vraie 0, qui reste nécessaire- 


‘ment réelle; quand 0 croit et atteint, puis dépasse la valeur 


~ 


e=acees(— 3) (F<e<:) 
a—arccos | — - aie Oa TE 
e 2 


correspondant à une asymptote et à la valeur infinie du temps, le 
point M(r, 0) passe de l’arc de la première branche d’hyperbole à 
l'arc de la seconde branche ayant même asymptote. La trajectoire 
prolongée est nécessairement cette seconde branche d’hyperbole. On 
remarque que la seconde branche d’hyperbole tourne sa convexité 
vers le foyer O, et que par conséquent ta loi du mouvement prolongé 
sera, non plus une attraction, mais une répulsion, nécessairement en 
raison inverse du carré de la distance. Effectivement, les fonctions x 
et y définies par les équations æ = rcosô, y =rsin0, et le temps dont 
la différentielle, est définie par l'équation des aires 
r? dé 
dl. 


== > 


(1) On pourrait être tenté de dire que logt ne s'introduit dans les développements des 
Le fs t 
coordonnées que comme expression de l'intégrale f re de remplacer partout dans ces 
développements log¢ par log|¢]. Mais les sommes des séries ainsi formées ne sont pas des 
foactions analytiques de la variable £. 


, ; 4 LEE CU dx 
La même remarque peut être présentée au sujet de l'équation différentielle = EP, 


et de son intégrale générale 7 = Gt + ¢logt : l'expression # log || est une fonction de 
variable réelle continue pour ¢ = o, mais non une fonction analytique. 
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ne cessent pas après le prolongement de satisfaire aux équations 
différentielles 
dx px y 


— , él — — 


gh ne 
où le coefficient est positif. Or on peut écrire ces équations 


B(—zx) _p(=—z) Bly). Br or 
de EE EN CE d@ (—r} 


— rest maintenant la valeur absolue de la distance OM, et — æ, — y 
sont les projections de cette valeur absolue dirigée de O vers M : le 
coefficient u étant resté le même, on voit bien que la loi du nouveau 
mouvement est une répulsion en raison inverse du carré de la distance. 


reg 


Cherchons d’autre part comment est prolongé le st L'équation . — 


des aires donne la quadrature 
y : : Spee, Ve—1 (0 — 
(28) Eee = à Se ce x) | a, 


ou n désigne comme dans le mouvement elliptique la quantité ve 


et P(0 — x) une série entière convergente en 0 — a à coefficients 
constants, de dérivée P’(0 — x). D'où, dans le mouvement primitif, 
c'est-à-dire pour 0< «x, 


= À = [x = + log(æ — 6) + P(@— |, 
si le terme constant de la série P( — x) est convenablément choisi. 
Considérée en fonction de 0, l'expression précédente du temps admet 
dans le plan de la variable complexe le point critique logarithmique 

= à : pour prolonger analytiquement le temps au delà de ce point, 
c'est-à-dire pour passer des valeurs réelles et inférieures à & aux 
valeurs réelles et supérieures à «, il faut quitter l’axe réel et tourner 
~ autour du point 0 = a d'un angle multiple impair de x, (2N +1)t. 

La valeur primitive du temps étant réelle, la valeur prolongée pour 
0 > « sera nécessairement imaginaire : | 


r= (VES = Rd TRE PTR 


œ — 


‘et aura pour partie imaginaire 
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a Sd Donc, dans le mouvement 


prolongé, au point ¢ = l’on eae le segment positif de l'axe réel, 
non pas par le segment négaü f de cet axe, mais par une droite paralléle 


(2N+1)x 
n 


à ce segment négatif, d’ordonnée - On conçoit que de telles 


valeurs imaginaires du temps substituées dans l’éxpression primitive 
du rayon vecteur r et dans les expressions (27) des coordonnées x 
et y donnent à ces expressions des valeurs réelles. 

Au lieu de l’anomalie vraie, prepay encore comme aiabls indé- 


pendante l’inverse du rayon vecteur =. Le temps peut étre défini en 
fonction du rayon vecteur r par l'équation différentielle 


| 2 
Me inde nent. 3 pile «jf ip (:) #5 
CS C? L V2h (2h)? r r 
r 


et 


pe I Be I I 
t= — — - logr + P, (+)= log-+ P, (5), 
Vah (2h)? ry Fal aye F5 i 


$ M; fe er: : 
AD (=) désignant une série entière convergente en ~ à coefficients 


constants, de dérivée P| (¢ 2): Quand le point @ dans son plan tourne 


- autour du point a de l’angle (2N +1)z, le point - = tourne dans‘ son 


> plan du même angle autour de l’origine, d’après la relation 


F : 1+ecosô 
OO te 


Dans le mouvement prolongé, r est négatif et l’ordonnée de la droite 


- 


- décrite par le point ¢ est de même 


(2N+5)r_ 


Vs : ae 
5 (2N +1) == = 


(2h)? 


“Remarquons en passant que le développement ¢(r) contient un seul 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — FÉVRIER 1922. 8 


M CEE SRE 
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logarithme tandis que le développement inverse r(¢) en contient une 
infinité. 

Ainsi le mouvement attractif hyperbolique de deux corps admet comme 
prolongement analytique un mouvement répulsif où la trajectoire esl 
réelle, mais où le temps a des valeurs imaginaires. Dans n’importe quel 
mouvement, on peut ajouter au temps une constante quelconque réelle 
ou imaginaire sans changer autre chose que l'origine ou la notation du 
temps; mais ici, si l’on suit la variable ¢ dans le prolongement ana- 
lytique, et si les valeurs de cette variable dans le mouvement primitif 
sont réelles, elles sont nécessairement imaginaires dans le mouve- 
ment prolongé. 

Quand l'angle 4 croit à partir de la valeur & et tend vers la 
valeur 27 — a, le point M décrit la seconde branche d’hyperbole et 
s'éloigne indéfiniment le long de la seconde asymptote : le mouvement 
répulsif peut à nouveau être prolongé par un mouvement attractif 
ayant lieu sur la première branche d'hyperbole. Et ainsi de suite. Quand 
langle 0 croît indéfiniment, le point M décrit successivement une 
infinité de fois les deux branches d’hyperbole : la trajectoire est pério- 
dique, comme dans le mouvement elliptique. La variable ¢ parcourt suc- 
cessivement, et toujours dans le sens pusitif de l’axe réel, cet axe et 


. CF . A ’ , v9 
une infinité de droites paralléles, d’ordonnées + =) hs = ot 


en particulier, le point ¢ peut décrire aussi un circuit fermé, réduit, 
‘par exemple, à l’axe réel et à l’une des droites précédentes. Mais il 
n’est plus question ici de stabilité à la Poisson. 

On peut considérer une autre manière de prolonger le mouvement 
attractif primitif. D’après l'expression (28), si à la suite du mouve- 
ment primitif la variable 9 tourne dans son plan autour du point §=« 
d’un angle multiple pair de x, 2Nx(N +0), puis dans le mouvement 
prolongé reprend en décroissant les valeurs inférieures à a, le 
mobile M parcourt à nouveau en sens inverse la branche d’hyperbole 
primitive, et le mouvement reste attractif. Les instants correspondant 
dans le mouvement primitif et dans le mouvement prolongé à une 
même position du mobile diffèrent (') de ALES Si, le long de la 


Re ne ER ee ee 


(1) Dans le cas extrême où l'on ferait N= ©, on serait conduit à admettre que le 


temps restant réel change de sens. 
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seconde asymptote, on effectue un prolongement analogue, et ainsi 
de suite, la trajectoire totale constituée par la même branche d’hyper- 
bole décrite alternativement dans des sens différents, est encore périodique. 
La variable ¢ dans son plan parcourt dans des sens alternés l’axe réel 


et une infinité de parallèles à cet axe, d’ordonnées + =<, ats ou ress 
en particulier, le point ¢ peut décrire un circuit périodique. 

‘Enfin l’on peut combiner les deux sortes de prolongements ana- 
lytiques obtenus, et se donner arbitrairement une suite, périodique ou 
non périodique, de nombres entiers positifs, pour représenter les 
nombres de fois que, successivement et alternativement, l’une puis 
l'autre branche d’hyperbole sont parcourues par le point M : dans ce 
cas encore tl n'y a pas lieu de considérer la stabilité a la Poisson. 

Arrivons enfin au mouvement hyperbolique des n corps représenté 
par les équations (27) : comme le mouvement hyperbolique de deux 
corps, ce mouvement ne peut être prolongé par un mouvement où les tra- 
jectoires soient réelles, sans que le temps acquière des valeurs imaginaires. 

De plus, pour qu'il y ait compensation entre les parties imaginaires 
des termes At, Bt, C;t et celles des termes «;logt, B;logr, y;logz, 
il est nécessaire que les 3n coefficients «;, B;, y; soient proportionnels 


aux 3n coefficients A;, B,, C;. D'après une remarque prédédente (‘), 


LA 


les trajectoires des n corps ont alors toutes des asymptotes rectilignes, 
et la configuration limite des r corps est une figure d'équilibre relatif, la 


- figure rectiligne d’Euler ou le triangle équilatéral dans le problème 


des trois corps. En dehors des mouvements où les distances mutuelles 
ont des rapports constants, et qui se ramènent au problème des deux 
corps, il existe effectivement dans le problème rectiligne des trois 
corps, des mouvements où les trois inverses des distances mutuelles 
sont fonctions holomorphes l’un de l’autre quand le temps croit 


indéfiniment, et où par suite le prolongement analytique des trajec- 
toires est immédiat et réel. Donc, sauf dans le problème des deux 


corps, les trajectoires hyperboliques susceptibles d'être prolongees par 
des trajectoires réelles dépendent d'un nombre de parametres inférieur (?) 


#aGn—6. 


i eT 
(1) Cf. page 52. yo Ng 
(2) En définitive, cette circonstance est due à la nature du point singulier t = « des 


= 
3 
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7. Considérons maintenant le cas où la constante des forces vives h 
Fi: M: ete r A 

est toujours positive, mais où la limite du rapport > de la plus petite à la 


plus grande des distances mutuelles est nulle, et restreignons-nous 
dans ce cas au problème des trois corps. 

Pour une valeur donnée et assez grande du temps, l’une des trois 
distances mutuelles est petite par rapport à la plus grande des deux 
autres. D’après les inégalités entre côtés d’un triangle, il faut que le 
rapport de ces deux autres distances soit voisin de 1. Donc, quand le 
temps croît indéfiniment, il ne peut y avoir échange, c'est toujours la 
même distance mutuelle qui est la plus petite. 

Dès lors, employons les notations du n° 3. Il est clair que les rap- 
ports de la distance p et des deux distances r,, etr,, tendent vers 1 
quand le temps croît indéfiniment. Et l’on peut écrire par exemple 


ris =O(1+€), res —=p(i+e), 


ere 3 I i+ € 
ee à 2 , PP 
ris p° Pas p° 
et encore 
enlas fol ! A.) es — Sram re) +), 
rs ris \"33 Te3T 13 ts lasTis p* 3 
d’ot . | 
(29) Ct |<8raxe) | 
9 = — = |S — 
T23 lis Pp | 


(30) 


> di mnt © 


qui montre que la distance p tend vers l'infini avec t, et nous emploie- 

f 
coordonnées carlésiennes dans le problème des # curps, c'est-à-dire a l'exposant 2 de la 
loi de Newton. Au contraire, avec la loi du cube des distances, sur les trajectoires 
où les n points matériels s'eloignent indéfiniment, et non exceptionnelles, les coordonnées «*. 


cartésiennes admettent le point t = + comme pôle simple : le prolongement analytique 


du mouvement au delà de la valeur infini I i é 
ur infinie du temps est immédiat, et réel sur le 
négatif de l’axe réel. et ek 


en ani Ga 


ms 
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rons enfin l’équation, équivalente ici à l’équation (19), 
(31) | pe Le 
| Bas 
Puisqu’on a|&|=p, |x|2r, l'équation (3) en . est de la forme 
Phgesb br 
ae pr pr 
ou encore, d’après les équations (30) et (31), de la forme 
eh a PRONG 


par intégration l’on voit que la dérivée £!, et de même les dérivées n 
et L’, tendent vers des limites finies quand le temps croitindéfiniment. 
En outre, soient A, B, C les limites respectives des dérivées Et, ats à 


- en intégrant l'équation (32) de l'instant 1 = + à l'instant ¢, on a la. 


première des trois équations 
b 


(33) A+, n'=B+ 7 vaC+ 4. 


Les quotients es * ; tendent respectivement vers les limites A, B, C 


72 . 2 2 2 . e 
des dérivées &, y’, C’, et le quotient . = RES tend vers la limite 


VA? + B? + C?, qui ne peut être nulle d’aprés l’équation (30). Donc 


les distances 0, lis» T2s sont des infiniment grands d'ordre 1. Enfin 


l'équation (31) devient : 
(34) r=be: 


si la distance r a un ordre d’infinitude déterminé, cet ordre est au 


plus 3 comme celui du rayon vecteur dans le mouvement parabolique 


de deux corps. 


» . Proposons-nous de développer de proche en proche, comme nous 


l'avons fait dans le mouvement hyperbolique, les coordonnées &, n, © 
en fonction du temps. En intégrant la première des équations (33) 


Py partir d’un instant fixe t,, on obtient 


E= Eo t A(t — bo) + b(logt — log to). 


Les expressions cherchées des coordonnées , n, Ç sont done de la 


ieee yt 
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forme 
(35) E—At+blogt, n=Bt+ 06 logt, E=Ct+blogt. 
Je dis que, dans ces trois expressions, les trois coefficients b tendent 


vers des limites. En cffet, comme dans le mouvement hyperbolique, 
posons 


C 

(36) ee de PERS RUN JE 

(A+ B°+ C*)? (A?+ B+ Cr (A?-+ B?+ C2)? 

EPA , PT a 
Par substitution des expressions (35), l'équation (3) en oa prend la 
forme 

$f ayy Sp NE ÈS blogt 6 «@ b 
Tee honte pS A eh def 0 bball 


d'après les équations (30) et (31), et puisque le quotient js tend 
3 
vers Zéro. 
En intégrant de l'instant ¢ = + + à l'instant £, on déduit l'équation 
(37) Boar S44. 
> t’ 


Intégrons une seconde fois à partir d'un instant quelconque; il 
résulte que la différence £— Az — «logt, et par conséquent les deux 
différences analogues n — Be— Blogt, € — Ci — ylogt, tendent vers 
des limites finies. Soient A,, B,, C, ces limites respectives; nous 
obtenons les trois expressions 


E=Ac+aloge+A,+4, 
: b 
(38) ,.n=Bt+6logt+B;+ 5, 

mmm M b 

= + ylogt+ C+ = 


dont nous continuerons le développement ultérieurement. 
7 . . . . . 2 
Par combinaison des équations (3) en al et &, on obtient 


no" — En! = araeM (ns — ty) (= mg: jé 
23 


3 
lis 


2. 
Li 


a 


ee x 


’ 4 À F 
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d’où 

br? b 

(39) Wl Glas ms 


d’après les équations (30) et (31). Donc les trois quantités 40 — Cy’, 
C5’ — EC, En — nf, et par suite d’après les intégrales des aires, les 


trois quantités ys’ — sy’, sa’ — xs’, xy’ — yx’ tendent vers des limites. 


Désignons respectivement par A,, u,, vi, Az, Lu, v, les limites des six 
quantités précédentes, de sorte qu’on aura l’équation 
(M + m,)m, Var M Mo Rex 
m,+ Mo + Ma Mi + Mo 
et-les deux équations analogues. En outre, en intégrant l’équa- 
tion (39) de l'instant = + à l'instant ¢, on voit qu’on a six équa- 
tions de la forme | 
| b 
(40) Y5— 2 =h+ 5: 
eC 
Considérons encore l'équation des forces vives sous la seconde 
forme (8) : puisque &’, 1’, ¢’ tendent vers des limites finies et les dis- 
3 s pla "2 12 si 
tances ras 72, Vers l'infini, la quantité ne ee Smet (PR 


. aussi vers une limite finie, soit A,. Cherchons l’ordre de grandeur de 


la différence entre la limite A, et la quantité considérée. D'après 
l'équation (37) les deux équations analogues, et la première des 


- formules (rr), on peut écrire 


= 


NP en TC Cu à 


oN 


r 


12 12 12 ne à. 2 br? 


2 l'as LES t & 


l 


d’où, d’après les valeurs (36) des coefficients «, B, y, et puisqu'on 
tire des expressions (38) l'expression 


1 I 1 blogt 
EE —— > = ————) 
p VAt+ B+ C? £ € 
12 12 2 2 2 C b 
A stun atest au(#+H)_ ET + 2; 
3 Nes F3 2 ts 
ear logs tend vers zéro et d’après les équations (30) ‘et (31). 
ig 
S* 
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On a par suite 


ga 124 32 m +m 5 
(41) ey I = ht =: 
2 fe VE 


Je dis que la limite À, ne peut être positive. En effet l'équation (4): 


dx 
apr est de la forme 
Px 
dt? 


en 


2 im br. 
(OCR LES 


par suite, des trois équations (4) on déduit la combinaison 


m,+m br? m,+m b 
(42) Sea’ = — — = Dh = — YH =, 
r p F D: 


d'après les équations (30) et (31). Des deux équations (41) et (42) 


on déduit la combinaison 


: m+m b 
S(xx"+ x?) = © + 2h, + => 
3 
d’où 
m,+m b 
(43) | re" + t= + thy =; 
, « ts 


t, désignant une valeur fixe, mais assez grande pour que la dernière 
quantité b soit bornée pour ¢ > 4,, intégrons l'équation (43) de l’ins- 
tant ¢, à l'instant #(t, << t) : il vient 


rr'=(mi+ M) L ms 2h,t-- b, 
vt, 


. n . b 0 Sn ve Là 
car l'intégrale de l’expression.— est évidemment une quantité bornée 
, “a 


Intégrons à nouveau l’équation obtenue : 
2 t al ; 
(44) = +m) f dt | L hs + bt +b. 
te ly 


© 97 à 4 « , ° . 
Dans l'équation (44), laissant à ¢, la valeur fixée, faisons croitre ¢ 


. ‘fp . . . “2 e bd 
indéfiniment : on voit que le quotient 5 finit par étre supérieur a 


Le aig aa » + “ . . 
n'importe quelle quantité inférieure à 22, : c'est une contradiction 


A l'équation (34) si A, est positif. Donc la limite h, est négative ou 
nulle. 


SE ere. nr pen à om die ee 08 mme M je 
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8. MOUVEMENT HYPERBOLIQUE-PARABOLIQUE. — Admettons en premier 
lieu que la limite h, est nulle. Nous allons montrer que dans ce cas la 


distance r est effectivement un infiniment grand d’ordre 5 par rapport 
au temps. 
En effet l’on tire de l’équation (43), quand A, est nul, 


, 


d M im b Mi + m 
/ A ja 1 2. ALL | 2 
(49) it Sans rs = 3 — si 


Ê 


(1+e), 


puisque le quotient = tend vers zéro. Donc le produit rr’ finit par 
; 
croitre avec 4, et en particulier par conserver un signe constant : alors 
la dérivée r’ a un signe constant. r varie dans un sens constant, et, 
étant positif, tend vers une ‘limite finie ou vers +. Sir tendait 
vers une limite finie, nulle ou positive, rr’+ 7’? d’après l’équa- 
tion (45) tendrait vers + 2 ou vers une limite finie plus grande que 
zéro ; dans les deux cas, rr’ et par suite ? devraient tendre vers + 0: 
ce qui implique contradiction. Donc la distance r tend vers l'infi int 


avec le temps, et le signe constant de la dérivée r’ est nécessairement 


A+, 


le signe plus. 
D’autre part, de l’identité de Lagrange et des deux équations 


eee rr'= ax +°yy + 33’, 


on tire 
pre rhe! + yt 2!) — de Le sy') 
d’où (‘) 
ppt de a rahe zt date ayy AE eg Be be 
B | 


C—O 0  ——— eee 


_ (4) Pour montrer que la dérivée r’ tend vers zéro, et que la distance r est un infiniment 


_ grand d'ordre 3 on pourrait utiliser aussi l'équation (6) qui est (cf. p. 39) de la forme 


: ; Mi + m br SS yz'— zy’)? M + m 
SOE EL dr. CREUSER os die) 
Fr p r r2 


| puisque l tend vers zéro, r vers l'infini et les quantités yz'— zy", 22’— xs’, x)'— ya 


DE ee 


vers des limites finies. Jl résulte d’abord que la dérivée r’ fat par décroitre, et tend 
Ann. Fe. Norm., (3), XXXIX. — Mans 1922. 9 
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e ae La 
d’après l’équation (41) où A, est nul, et puisque 3 tend vers zéro, 
. . . pl YM , ff , , ee > LA 
r vers l'infini et les trois quantités ys’ — sy’, s@’— a2, æy — yx 
vers des limites finies, il résulte que la dérivée r’ tend vers zéro, et, 
d’après l’équation 


(46) Vrr'=V2(m,+ m)(1+E), 


que la dérivée rr! de la fonction r* tend vers la limite= V2(m,+m,): 
3 
2 *. . a 
le quotient ~ tend vers la méme limite. Donc, quand le temps croit 
indéfiniment, le quotient = tend vers la limite finie et différente de 
he 


3 
zéro [2 (m,+m: )| . Donc la distance r des deux masses m, et m, est 


L ° LI 2 : 
un infiniment grand d'ordre + comme le rayon vecteur dans le mou- 
vement parabolique de deux corps. 
D'ailleurs le mouvement hyperbolique-parabolique que nous étu- 


dions dans ce n° 8 et que nous avons défini par cette double condition 


que la constante des forces vives / est positive, et que la limite A, de 
t+ y+ 3” M + M, 


2 


l'expression est nulle, peut être caractérisé 


par ces deux autres conditions que la distance r,, d’une part, et les dis* 


tances r,,, T,, Ou 9 d'autre part, sont des infiniment grands d'ordres res- 
A 2 : “ ‘ =o 
pecuifs = et 1 par rapport au temps. En effet, si ces deux conditions 


sont remplies, dans l'équation des forces vives, la fonction U tena 
vers zéro, et la force vive T ne peut tendre vers zéro, sans quoi les 


: Ciel ics hi : . : 
quotients wees oy rh tendraient tous trois vers zéro; donc la constante 


vers zéro ou vers une limite positive finie, puisque r tend vers + +. Si.r’ tendait vers 
une limite positive finie, . tendrait vers la même limite, contrairement à l'équation (34) : 
done 7’ tend vers zéro. En multipliant l'équation obtenue par 27’, et intégrant de l'ins- 
BU =-+ à l'instant ¢, on obtient de même 


= 20m + mz) 
r 


(1+). 


Pare © 


aE a,” GE Se he on md © 


rm 


: à 
- quotient = c’est-à-dire [2 (m, + m,) | 
À 


ji) je Es QT 
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h est positive. A étant positif et les équations (30) et (31) véri- 
fiées, les calculs du n°7 sont valables; en particulier, l’expression 
DR + yy! + 7 
tive; s si i ette limite était négative, la distance r serait manifestement 
bornée. Donc la limite considérée est nulle, c’est le mouvement hy- 
perbolique-parabolique. 

Considérons maintenant la direction du vécieur Tes y, 3, joignant les 


masses m, et m,. Le cosinus de l’angle de ce vecteur avec l’axe Oz est 
PA 


Verte 


m +m 
— ——— tend vers une limite qui ne peut être posi- 


— 2 et a pour dérivée par rapport au t 
= = P par rapport au temps 


ra —xr"  r?2 — ri 
r? r 
(a? + y? + 3°) 2! — a (xa! + yy'+ 33') 
tie : 
3(sx'— xz') = y(2y 7e) 
r3 


Or les deux quantités 3x'—xz et xy’—yax' tendent vers des 


ae : 3 RATS 
limites, et les deux quotients Ÿ, = sont en valeur absolue inférieurs ou 
En) J 


x LAGELE | x Là b b 
égaux à 1 : la dérivée précédente est donc de la forme = = —- Par 
PE) 
suite, l'angle avec Ox du vecteur x, y, s tend vers une limite finie, et 
de même les angles de ce vecteur avec Oy et Oz : donc la direction 
du vecteur elle-même tend vers une limite. 


Ja 


Il résulte que /es trois quotients = 5 = X tendent aussi vers 


welts 


~ 
~ 


des limites, dont la somme des carrés est nécessairement la limite du 


ele 


De même que dans le mouvement hyperbolique, nous démontrerons 
_ l'existence et la convergence de développements illimités des six coor- 
données £ E, n, 6, æ, y, 5, en séries de fonctions du temps par un nou- . 
veau recours aux théorèmes d'existence des solutions des systèmes 


différentiels. Les coefficients A, B, C, &, 8, y, A,, B,, C, désignant 
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- les constantes qui figurent dans les expressions (38), posons 


E=At+alog¢+A,+X, 
n=Bt+flogt+B, + 7Y, 
C=—Ct+ylog¢+C,+Z: 


les trois fonctions X, Y, Z acres vers zéro. Posons encore 


dx sus dx. AL 
ty = Xn sar thacilink a 7 = 7Z;; 


‘d’après l'équation (37) et les deux équations analbgnens les trois 


fonctions X,, Y,, Z, tendent vers zéro. 


. Puisque les trois quotients 5» =, + tendent vers de limites finies, 


ae 
désignons ces limites respectivement par A,, B,, C,, et posons 


LS 
| 


(hyn Xa) ty ives (Be Volt ele Te, 


de sorte que les trois nouvelles fonctions X,, Y,, 5 tendent vers zéro. 
Posons enfin 

dX, 

ode 


= Xs, i—-=Y,, ==7;; 


are 


t 
je dis que les trois fonctions X,, Y,, Z, tendent encore vers zéro. On 
a en effet 


et 


X2+ Y}4+22=0S$2'— pop +e 


ou, d’après les: égalités 


Br, Srr'=rr, S2?= r? + RER T ar : 
rè 


-et, puisque les trois anne rag — sy’, sa’ — xs, ry’ — yx’ tendent 


vers des limites et le quotient “ “vers zéro, 


(47) SR TE RL 
t x 


2 Ol Ra OE Ae me ee 


in 


. 


à ppt a 
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Or de l’équation (46), et de ce que le quotient 4 tend vers la quantité 
. Py 


+ 
[2 6m, +m)| , résulte NUL I que l'expression £* r — 3 — 
eC 


tend vers zéro. Donc le second membre de l’équation (47), et par con- 
séquent les trois fonctions X,, Y;, Z,, tendent vers zéro. 

Cela établi, nous pouvons remplacer les six équations du second 

d yee, aa ay aes 
ordre (3) et (4) en at ne ay ae Te ai 
tions du premier ordre par rapport aux douze fonctions X, Y, Z, 
X,, Y,, Li, X., Ys, Los X;, Y,, Z,. Les premiers membres de ces 
dX dy az, 


» par douze équa- 


douze équations sont de la forme 1, ts +++» 1) et les seconds 
membres sont des séries entières REA De tar par rapport aux douze 

legt » ; s 
fonctions précédentes et aux deux quantités | — et Re. Pour donner à 


B 
ce système la ta requise dans les énoncés classiques, il suffit de 


prendre T = — comme variable indépendante, et d'introduire la nou- 
t 


velle fonction u = T*logT avec I’équation supplémentaire 


ET 
3 


(48) TR =3u4T. 


Nous aurons ainsi un système PAS de ng de treize équa- 
aZ om 
7 


tions, dont les premiers membres sont lone 1 mA D à 
et dont les seconds membres sont holomorphes et nuls pour hé va- 
leurs nulles des treize fonctions X, Y, ..,, Z,, u et de la variable indé- 
pendante T. Et nous cherchons les solutions de ce système où les treize 
fonctions tendent vers zéro avec la variable positive T. 

L’équation caractéristique se met facilement sous la forme (!) 


(S + 3) 85 x $3(S — 1) x (S — 1)(S— 8) =o. 


Seules sont à considérer parmi les racines de cette équation, la 
racine simple S — 3, et la racine quadruple S=1 à laquelle corres- 


CT CE PRE CRE PET OI Re RER ER ONE ER ER LS 
(:) Cf. Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p. 343-344; et supra, p. 48. 
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pondent quatre diviseurs élémentaires simples. Il résulte que les solu- 
tions cherchées du système différentiel transformé sont développables 
en séries entières des deux variables T et T*logT. 

“Done, sur les trajectoires hyperboliques-paraboliques du problème 
des trois corps, les coordonnées relatives fs 1, Ç, æ&, Y, 5 sont dévelop- 
pables sous la forme 


n=Bt+flogt+B; +P, 


: log t 
EAU + aloge A+ Ps ( nai 


¥ 
So <a 2 nu cé à al ) 
(49) 


| 2 = ‘1 loge 
PA ante bab TE = } 
FA 


© 2 
En AR 


où les trois fonctions P, et les trois fonctions P, désignent des séries 
= : I logé 

entières des deux variables — et é., sans termes constants, et 

PE] 

convergentes si ¢ est assez grand. | 
Outre les huit paramètres contenus dans les coefficients du système 

transformé, savoir: A, B, C, non nuls tous les trois; A,, B,, C,; A,, 

B,, C,, liés par la relation 


A? + Bi + Ci =[2om, LE m)| , 
les développements obtenus contiennent'quatre constantes arbitraires. 
L'une de ces constantes K est telle que l’on ait selon l’équation (48) 

u=KT?+TlogT | 


et, d’après l’équation qui a introduit la fonction u : u=T*logT, doit 
être annulée dans les solutions convenant au système primitif. Les 
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trois autres constantes arbitraires équivalent aux trois valeurs limites 
Ag, Ua, Ve des quantités ys’ — zy’, sa’ — wz', wy’ — yx!, ou encore aux 
trois constantes des aires À, 14, v. Au total, les mouvements hyperbo- 
liques-paraboliques dépendent de onze paramètres, au lieu de douze, dont 
dépend le mouvement le plus général du problème des trois corps. 

Si dans les expressions (49) on remplace ¢ par ¢ — ¢,, on obtient des 
développements de même forme, mais où les coefficients A,, B,,.C, 


sont modifiés : les nouvelles expressions ne contiennent pas douze 


paramètres arbitraires, mais le paramètre 4, se confond avec l’un des 
onze autres. Donc si l’on élimine ces onze paramètres entre les six 
développements (49) et les six développements dérivés, E’, », L’, a’, 
y', 3", le temps ¢ se trouvera éliminé par la même, et il restera une 
relation analytique de la forme 


Pis Ny, g, L,Y; 5, LA wit £, x", y's s') AE 


~ 


Si l’on représente dans l’espace à douze dimensions les six coor- 
données relatives £, n, €, x, y, z et leurs dérivées &', 7’, L’,æ', y’, 3’, 
les trajectoires hyperboliques-paraboliques, sur lesquelles la distance 

. . 2 . 
mutuelle infiniment grande d'ordre = est la distance des masses m, et 


m,, sont situées sur la variété analytique à onze dimensions ayant pour 
équation la relation précédente. Sur cette variété et sur les deux va- 
riétés analogues, les trajectoires doivent être considérées comme diri- 
gées, car rien ne prouve que le mouvement étudié serait de même 
hyperbolique-parabolique quand le temps ¢ tend vers — +. Or l'expres- 


(LE it Sinaia my +m 
roe PT 


sion ? tend évidemment vers une limite positive 
2 


sur les trajectoires hyperboliques, elle tend vers zéro sur les trajectoires 
hyperboliques-paraboliques, et vers une limite négative sur les trajec- 
toires qu’il nous reste à.étudier pour / positif. D’autre a la valeur 


limite de l'expression précédente, comme celle du rapport & — et comme 


les coefficients des développements:(27) et (49), est het continue 
des conditions initiales du mouvement : il résulte que dans la région 


_ de l'espace à douze dimensions où la constante des forces vives est 


_ wy 


positive, chacune des trois variétés considérées sépare un domaine où 


les trajectoires dirigées dans un certain sens sont toutes hyperbo- 
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liques, et un domaine où elles sont toutes du type hyperbolique-ellip- 
tique que nous étudions au n° 9. 

Remarquons enfin que, d’après les valeurs (36) des trois constantes 
a, B, y, la trajectoire de la masse m, par rapport au centre de gravité 
des Te masses m, et m,, ou encore par rapport au centre de gravité 
commun, admet une asymptote rectiligne comme les branches d’hy- 
perbole du problème des deux corps. Mais il y a plus. D’après les 
équations différentielles (3), il est clair que les développements des 
Be aay a 


aa) ah ae séries entiéres des deux 


trois dérivées secondes 


logé £ . . 3 
variables — et += sont les mêmes que si les trois coordonnées x, y, 3 
5 / 


2 
étaient CPR nulles, à des termes de l’ordre du quotient =, 


c'est-à-dire de + = près, selon l'inégalité (29) et la seconde des équa- 
PE) 

tions (11). Donc les développements obtenus des coordonnées &, n, € 

sont les mêmes que dans un certain mouvement hyperbolique de deux 

corps, à des infiniment petits d'ordre 3 en = au moins. En particulier, 

GRR à M, : : ; 

les trois séries P, (|, “ n'ont pas de termes du premier degré en —- 

"EI iad 

De même le mouvement de la masse m, par rapport à la masse m, 

admet un mouvement parabolique asymptote. En effet, d’après les équa- 

tions différentielles (4), dans les développements des trois dérivées 


dx d'y d'3 
secondes 7» ne aa les coefficients de la masse m, sont des infini- 


ment petits de l’ordre du quotient ge c'est-à-dire de - au moins : par 
“a 
suitedansles développements one RÉ Er æ,y,2,0rdonnés suivant 


les LE décroissantes de À , la masse m, n'apparait pas avant le 


terme en — - - Donc les differences des coordonnées æ, y, 3 dans le mou- 
vement hyperbolique-parabolique considéré, et dans le mouvement 
parabolique de deux corps représenté par les mémes expressions où 


l’on annule la masse m;, sont des infiniment petits d’ ordre = 3 ens au 
moins. 


i ee om 


as 
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9. MOUVEMENT HYPERBOLIQUE-ELLIPTIQUE. — Admettons en second lieu 
à a Bes .. æ'? #2 
qu'à la fin du n° 7, la limite h, de la quantité Feet SE rends hts 
2 ; à 


est négative. L’équation 


x+y?+z" m,+m b 
(41) eee = hs + = 


montre immédiatement que la distance r est bornée quand le temps 
croît indéfiniment. . 

~ Réciproquement, si dans un mouvement du problème des trois 

corps deux distances mutuelles sont des infiniment grands d’ordre 1 et la 
troisième est bornée, ce mouvement rentre nécessairement dans le cas 
actuel si A est positif, puisque dans les deux cas,précédents les trois 
distances mutuelles croissent indéfiniment. Mais nous rencontrerons 
aussi la méme double circonstance dans des mouvements ow la cons- 
tante de forces vives 2 est nulle ou négative; et nous appellerons tous 
ces mouvements (') hyperboliques-elliptiques quelle que soit la valeur 
de la constante A. Comme les résultats obtenus au n° 7, ceux que nous 
allons obtenir dans le n° 9 sont valables quelle que soit la valeur de la 
constante A, sauf |’exception que nous spécifierons (?). 

En appliquant à nouveau le procédé d’approximation employé aux 

n° 5 et 7, on met la dérivée ’ et la coordonnée £ sous les formes 


x a log ¢ b 
(60) P=A4+ GATE +e 
t A log” t log t 
Ë— At a log + Ai + As 28 ct As _ + À; = + 


et les dérivées x’, C’ et les coordonnées 7 et C sous deux formes ana- 
- logues : Pe coefficients A, a, A,, A,, A,, Ay, A; et les coefficients 
B, “6, ...3 C, y, ,.., correspondant dans les expressions denct£, sont 
des constantes, la somme A? + B? + C? est différente de zéro, et les 


(1) M. Bohlin les a appelés mouvements Ayperboliques-mixtes (Astronomiska Jakt- 
tagelser och undersükningar, Band IX, 1908, n° 2, p. 127). 

Mieux vaul préciser, et distinguer ces mouvements des mouvements hyperboliques- 
-paraboliques, où la constante A est nécessairement positive, el des mouvements para- 
 boliques-elliptiques, où 2 est nécessairement négatif. 

(2) Cf. page 84. 

; Aun. Ee. Norm., (3), XXXIX. — Mars 1922. 10 


DANSE SE 
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— 


constantes a, 8, y s'expriment en A, B, C par les équations (36). I 
résulte pour la distance p une expression de la forme 


PE M AA, + BB, + CC, 

($1) p=yA'+Bi+ CET DE CNE cor 
logs D log? logé b 
+ D, “5 + +, ; Ds —> rh 


où les coefficients D,, D,, D,, D, sont encore des constantes. 
Si l’on substitue les expressions précédentes dans les seconds 
membres des équations différentielles (3), on voit que ces seconds 


membres sont les mêmes que si les trois coordonnées x, y, z étaient 
2 


; : , br pints ; 

identiquement nulles, à des termes en tip PROS d’après la se- 
conde des formules (11). Donc, puisqu’on doit retrouver les mêmes 
expressions des coordonnées Ë, y, ¢ aux premiers membres après deux 


intégrations successives, il faut que ces trois expressions et celle de la. 


distance p soient les mêmes que dans un certain mouvement hyperbo- 
lique de deux corps, à des termes de la forme = près. Nous allons 


développer cette remarque. 

Afin de représenter à la fois les six coordonnées €, n, €, x, y, 3, il est 
naturel de considérer les deux mouvements osculateurs classiques que 
nous allons rappeler. Nous montrerons qu’en général les douze élé- 
ments osculateurs sont déterminés à chaque instant et tendent vers 
des limites finies quand le temps croît indéfiniment. 

Le premier mouvement osculateur est le mouvement qu’aurait un 
point matériel, abandonné al instant ¢ au point de coordonnées &, ne 
avec la vitesse de projections &’, n', {', et soumis seulement à l’attrac- 
tion en raison inverse du carré de la distance d’une masse de valeur 
m,+m,+m,=M placée à l’origine des coordonnées. Ce premier 


mouvement est Ayperooae sit est assez grand, puisque la différence 


V3 #, +. dla PF Pr ic , 
E+ y!24 ¢'2__ 7 tend vers la somme des carrés des limites des trois 


dérivées &, n', {’, A?+ B?+ C?, somme qui est plus grande que zéro. 

Le second mouvement osculateur est le mouvement qu’aurait un 

point matériel abandonné à l'instant ¢ au point de coordonnées x, v5 
à ni aig Peres aoe ; 

avec la vitesse de projections x’, y’, 5’, et soumis séulement à l’attrac- 

tion en raison inverse du carré de la distance d’une masse de valeur 


Pa i e 


ee ia: 


Re "mn, 


ss 
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m, + m, placée à l’origine des coordonnées. Ce second mouvement 
est elliptique puisque dans l'équation (41) la valeur limite A, et par 


conséquent la quantité À, + id si est assez grand, sont négatives. 
t3 
Voyons comment sont déterminés ('), à chaque instant t, les douze 
éléments osculateurs. Désignons par a, e, 1, 1,, ©, 0 les six éléments 
hyperboliques du premier mouvement, et parer, £5.05:0' les six 
éléments elliptiques du second mouvement, et considérons d’abord 
les six éléments hyperboliques. 
Le demi-axe transverse a est défini par l’équation 


AE TRAN VE LUN. 
- qui dans notre hypothèse, et si £ est assez grand, a une solution finie. 
En outre, cette solution tend vers une limite finie et plus grande que 
zéro quand le temps croit indéfiniment. 
Les éléments e, r, 0 sont déterminés par les trois équations 


1G— En =  YMa(e?—:i)sinésin6, 
ck’ — EE ——\/Ma/(e?— 1) sinicos®, 
En’ —n&'= Ma(e?—1) cosi. 
Si l’on ne distingue pas entre des solutions différant par l’addition 
de multiples de 2x aux angles r et 9, ces trois équations aux trois 
inconnues e( > 1), z, 9 admettent une solution unique, pourvu que les 
trois quantités 40 — Gm’, C5’ — ET, En’ — nf! ne soient pas nulles à la 
fois (?). 
Puisque ces trois quantités tendent vers les limites À,, »,, v,, nous 
_ supposerons que À,, &,, v, ne sont pas nuls à la fois : alors les valeurs 
- e, 1, 0 constituant à chaque instant la solution unique, et suivies par 
- continuité quand le temps varie, tendent encore vers des limites : la 
limite de l’excentricité e est différente de l’unité, et celle de l'incli- 
maison £ n’est pas un multiple de +. 


(1) Cf. Tisserann, Traité de Mécanique céleste, p. 116. 
» (2) Si l'on avait nt’ — En’, '—E= 0, l'angle £ serait un multiple de x, et langle 0 
- serait indéterminé. Par une rotation des axes de coordonnées sans changement d'origine, 
on peut toujours faire em sorte que, si la position limite du point n£'— &n', CE’ — &’, 
»En'— rË n'est pas l'origine des coordonnées, cette position limite ne soit pas non plus un 
point de l’axe Oz. . 


6 
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La longitude du périhélie x est déterminée par les trois équations 
ME (EEE (En en | 
— — Me[cos® cos(s — 6) — sin@ sin(w — 0) ah 
(52) MS + (En! — né’)E!— (nb! — Gn! )o' 
= — Me[sin9 cos(® — 6) + cos@ sin(w — 9) cosi]. 
M + (nb! — Gn!) n!— (RE #1) = — Me sin(æ—0) sini. 


Les trois expressions figurant aux premiers membres ne peuvent 


être nulles à la fois, puisque la somme de leurs carrés est M?e?. En » 


outre, d’après des calculs A ER les quantités E’, »', l, 5, a £, 


nC — Cn’, CE — EU, En — n5 figurant dans ces expressions tendent « 


toutes vers des limites; pe les trois expressions considérées, et par 


conséquent l'angle & suivi par continuité, tendent encore vers des 


limites. 


Reste enfin à déterminer le sixième sien saute l,, défini | 


à l’instant ¢ par les deux équations 


(53) A el tt L PEN RAS 
2 
(56) 25 à p=a(e~ == _.), 


où E désigne la base des logarithmes népériens, dont la première est 
la transformée de l’équation de Kepler dans le mouvement elliptique « 


de deux corps, et entre lesquelles doit être éliminée la variable auxi-# 
liaire et positive (‘)u. Puisque les quantités a et e ont des limites” 


(1) Pour démontrer que le sixième élément, J), tend vers une limite finie, on pourrait 
utiliser aussi le calcul précédemment effectué (cf. p. 50) des premiers termes du déve- 
loppement du rayon vecteur du mouvement hyperbolique de deux corps en fonction du 
temps, et comparer ces termes à l'expression (51) : au fond, la démonstration réside en çeci 
que, dans l'expression (51), le troisième terme est constant et les suivants tendent vers 
zéro. En réalité, la forme des développements donnés précédemment des coordonnées — 
&, n, ¢ et de la distance p dans ie mouvement hyperbolique-elliptique constitue un résul- » 
tat plus précis que ce fait que les six éléments du premier mouvement osculateur tendent * 
_ vers des limites finies, et d'ailleurs ces développements sont valables même si les trois n 
valeurs limites À4, 41, v1 sont nulles, 


| 
| 
| 


2 
‘ 
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_ finies et que la distance o tend vers l'infini avec 2, l'équation (54) 


montre que la valeur u correspondant à l'instant ¢ au point &, n, ¢ tend 
aussi vers + avec ¢. Et l’on tire de cette équation 


Nm le CNE ee Lu ] 2 
ee eras u=logp + logo. +6, 


e désignant comme d’ordinaire une fonction de ¢ infiniment petite 
I é ae ; À À 

avec -- En substituant ces deux expressions dans l’équation (53), on 

obtient 


LS 2 M 
h=f+1—eE — loge — log À —e— Ve +0; 
a 
donc /, tendra vers une limite si l’expression 
VM 1 [M M\? 
Agar erp on Lu res) t— Mlogp 


tend elle-même vers une limite. Or, des expressions (50) et (51) des 
quantités & et p, on déduit | 


M 


M pee atepcn ar pe cn oH 


t? 


et 


St on - 3 “ 
M. /M\? | 
has (=) t— Mlogp. 
: d'à 
UM M\? kde logt 
a ae | —Mlogp = (Aï+ B+ Cr+ 6 SF) 


x (VAP B GE x 8+ pry clos! &, 


4 AAA BB+ CC |, VAR O xt+6 LE) 
VA? + B?+ C? sae ilk 


— Mlogt — M jog( Att B°+ Cy +e 
= (AA,-+ BB, + CC,) VA? B&O 4 log(A?+- B'+ C?)+e. 
Donc, sous cette restriction que les limites À,, 1, v, des trois quan- 


tités 0’ — Cn’, CE! — ET, En! — yt! ne soient pas nulles à la fois, les 
six éléments hyperboliques a, €, i, L,, @, 9 tendent vers des limites finies 


quand le temps croit indéfiniment. 
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, Q . ove . . ! (1 
Passons à la détermination des six éléments elliptiques a’, e’, v’, 
I’, o’, 8’ du second mouvement osculateur. L'élément a’ est déter- 
miné à chaque instant par l’équation 
m, + Ma Ce mi: +m, 


12 !2 2 
T°+ +2 2 ? 
4 F a 


4 
7 
| 


et par suite a une limite finie et plus grande que zéro. Les trois élé- 


ments e’, &’, 0 sont déterminés par les trois équations (‘) 


75—3y = V(m+m)a(1—e?)sint sin 6, 
(55) ( gal — xs = —\/(m,+ m,)a'(1— e*) sini’ cos6’, 
æy—yz'= V(m+m)a{(i—e") cost’, 


et par conséquent suivis par continuité, tendent aussi vers des limites 
si l’on suppose que les limites A,, 12,, v, des trois quantités yz’ — zy’, 
sa’ — xz', xy’ — yx' ne sont pas nulles à la fois. La limite de l’excen- 

tricité e’ est différente de l'unité, et celle de l’inclinaison 7’ n’est pas 
un multiple de x. Remarquons encore qu’en élevant au carré les deux 
membres des équations (55) et ajoutant, on obtient 


(73'— sy’)? + (zx — xs} +(xy — yx'} =(mi+ m,)a'(1— e”); 
de sorte que la distance r > a’(1 — e’) finit par être supérieure à une 


longueur fixe plus grande que zéro, pourvu que les trois limites 
oy be, Vo ne soient pas nulles à la fois. 


L'élément o’ est déterminé à l'instant ¢ par les équations (?) 
(m + ma) _ + (sa'— xzl)3 —(xy— yx')y 
=— (m,+ m,)e'[cos0' cos(w'— 9°) — sin 0'sin(w'— 6’) cos i], 
(56) cm + my) = + (xy'— yx!) a'— (ys! —2y') 3! 
=— (m, + m,) e'[sin 6’ cos(w' — 6’) + cos 6 sin(w’— 6’) cost], 
(m, + ma) = + (ys'—zy')y'—(s2' — xs! )x! 


=— (m,+ m;) e' sin(w' — 6’) sinz’, 


pe See mnt i, Wyre lens oe ia Sri “hake 0 
(1) Si la position limite du point de coordonnées yo’ — 51’, 22'— x, ay —yx! n'est 


pas l'origine, on peut faire en sorte que cette position limite ne soit pas non plus un 
point de l'axe Oz (ef. supra, p. 75, note 2). 


(?) Si l'excentricité e’ est nulle à l'instant t, les trois équations considérées laissent 
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19 . . eek ies wes : 5 . 
si l’on suppose la limite de l’excentricité e’ différente aussi de zéro. 
Enfin l’élément /, est déterminé par les deux équations 


Lise fui 


FE 


u'—e'sinu =nt+l,—"w"!, ni 
r=a'(1—e' cosu'), 


après élimination de la variable auxiliaire u’. Mais de ces deux der- 
niers systèmes d'équations ne résulte pas immédiatement (') que les 
deux éléments a’ et 7, tendent vers des limites. 

Pour parvenir à ce dernier résultat, nous considérerons le système 
classique des équations différentielles auxquelles satisfont les six 
éléments osculateurs a’, e’, 7’, l, a, 6’, et en particulier les deux 


comme il convient la longitude du périhélie w’ complètement indéterminée. Dans le cas où 
la limite de l’excentricité e’ est nulle, pour avoir encore six éléments déterminés à chaque 
instant et tendant vers des limites, il suffit de substituer aux deux éléments e’ et w’ les 
deux variables e’ cosa’ et e’ sinw’ qui tendront vers zéro (cf. TisserAND, Traité de Méca- 
nique céleste, t. 1, p. 170; et Poincaré, Leçons de Mécanique céleste, t. 1, p. 75). 

(1) Cependant, pour démontrer que la longitude du périhélie w’ tend vers une limite 
finie, il suffit de démontrer que les expressions figurant. aux premiers membres des trois 
équations (56) tendent elles-mêmes vers des limites finies. Or la dérivée par rapport au 
temps dè la première de ces trois expressions est 

U 


(M + ma) — 4 (za! — xz')2"4 (za = x2")2’ —(ay'—ya')y"—(ay"—ya")y' 


ou, compte tenu des équations (4) et après réductions, 
, Fr , € ay 

m,[— (s0'— ra‘ )a+ (ay'—yr')y] (+ ay =) 

4 13 23 


=) mde + (3§— 2h) 2 — (xy'— ya')n —(ey—yt)y') (= = +) y 


Les quantités zx'—.r5', xy'—yx' tendent vers des ne “ges x, ¥,2 sont bornés; 


d’aprés PAPAS (29), les produits de la différence —- — — par &, n, & sonten valeur 
ràs rts 


absolue EME à ba Bala - D'autre part, le second membre de l’équation des forces 


_ vives est de la forme é, puisque r est borné (cf. p. 38); 72, 22 sont de la même forme, 


b : ? 
—; donc les produits xy’, yy’, æz', 22’ sont bornés en valeur 


vr 
absolue. ‘ y 
h re) © i 
Au total, la dérivée considérée est de la forme = = a" Par intégration, on voil que 
l'expression correspondante, et par conséquent la longitude du périhélie w’, tendent vers 


des limites finies. 


6 * 


et |y’|, | 3’| de la forme 
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équations différentielles renfermant les deux dérivées (' re wes : 
; : “4 
Line du jus PRES 
(57) a = nee dé Ls En ste 
tang— 
dfn a. 2) Rie popes eR 2 OR 


= (Bich rt” ee Ty 
dt n'a da | n'añe Oe! À n'ai —e'? dé 


dans ces équations, la fonction = GE R admet l'expression 
Eur (= dah! sans. 2). 
di Az \Tos UE p 
et sous la condition r < p le développement 


DS 


m3 a0 Fe J 


+a, oe nl) oe a 


r Sz 
ey we 


où P, désigne le polynome de Legendre de degré zn. 

D’après les résultats que nous avons acquis, le quotient ~ tend 
vers zéro quand le temps croit indéfiniment, et le développement pré- 
cédent est certainement valable siz est assez grand. 

Pour montrer que les deux fonctions w’ et /, tendent vers des 
limites finies, nous allons former des limites supérieures des seconds 
membres des équations différentielles (57). Dans ces seconds mem- 
| ae es sont 
da ” de” au * 
bornés puisque a’ tend vers une limite finie et plus grande que zéro, 
e’ vers une limite différente de o et de 1, etz’ vers une limite qui n’est 
pas un multiple de +. Pour calculer les dérivées partielles a a a 


eS gg ns yp 


bres, les coefficients des trois dérivées partielles 


(1) Cf. Tisserann, Traité de Mécanique céleste, 1. 1, p. 169. 


ba fogric te) 
aes | 


ak 
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il faut considérer dans la fonction perturbatrice R, £, n, €, o comme 
constants, et imaginer qu’on substitue aux trois coordonnées x, y, 5 
et à la distance r = x? + y? + 3° leurs expressions en fonction des 
six éléments a’, ¢’, v’, L, w’, 0 et du temps. 

La première de ces expressions est par exemple 


(58) x =a'(cosu'—e')[cos@ cos(w'— 9’) — sin sin(w'— 9’) cose’ | 
+ a'V/1—e? sinw’[ sin 9’ cos(w’— 6) + cos9’ sin(w'— 6’) cosi’], 
la fonction wu’ désignant la fonction implicite définie par l'équation de 


Kepler 


u'—e'sinu’=n't+ l,—o'; 


d'où les formules telles que 


OR _ on (sz Ox bys du! 
ap FEN oa on daly 


Or il est clair, d’après l’expression (58), que les quatre dérivées par- 
: Ox dx. Ox Ox 

tielles > 55 57? oa Ju sont bornées. D'autre se en dérivant l’équa- 
tion de Kepler, on nel que la dérivée partielle 5 — “esl bornée, et que la 


dérivée partielle % — u est égale au produit de £ par une fonction bornee : 


puisque le —— 1 —e’cosu’ est spé TIEMLE) ou égal à 1 — e’. On aura 
donc 

on OR OR OR on, Ok 

— S ts" a aor ha oP LE ri 
3 = eh PME VITRE : ais 
Enfin la dérivée partielle — est visiblement la somme d’une série de 


fractions de la forme 


b b 
wy tig Ch oat ates 
dont les numérateurs sont bornés dans leur ensemble, puisque 7 est 
borné, et que s est un infiniment grand d'ordre | par rapport au temps. 
On obtient au total 


oR _b 0) OR b 
GE UN, REG re 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Mars 1922. a 
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et par conséquent 
da! ob?) ed geen 
a B ; 
d'où résulte que les deux éléments s' et I, tendent vers des limites finies 
comme les dix autres éléments osculateurs. 


Remarquons que les dix autres éléments osculateurs satisfont à dix » 


équations différentielles analogues aux deux équations (57), où la 
fonction perturbatrice relative aux six éléments hyperboliques 


m(# + Se =): 

Vas: = TAS MER 

ne diffère de la fonction R que par un facteur constant. Les dérivées 
partielles de cette fonction par rapport aux trois coordonnées Ë, n, © 
peuvent être développées de même en séries de fractions dont les nu- 
mérateurs sont bornés et dont les dénominateurs sont des puissances 
croissantes du temps. Par suite, la démonstration que nous appli- 
quons aux deux éléments &” et /, est valable pour les dix autres, et 
d’ailleurs le système différentiel considéré peut être simplifié par l’in- 
troduction d'éléments canoniques; mais la démonstration ainsi consti- 
tuée est moinsintuitive que celle que nous avons développée. Ajoutons 
que l’une ou l’autre démonstration donne facilement l’ordre de gran- 
deur de chacune des différences entre les douze éléments osculateurs 


et leurs douze valeurs limites : pour l'élément a, cette différence est 


b 


:; pour l'élément /,, de la forme 2; et pour les dix autres 


de la forme ro 


éléments, de la forme 2 


Traitons enfin la question du prolongement analytique du mouve- 
ment hyperbolique-elliptique au delà de la valeur infinie du temps. 
Poincaré a précisément choisi ce mouvement comme exemple (') et a 
proposé de prendre comme prolongement analytique le mouvement 
hyperbolique-elliptique tel que les douze mêmes éléments osculateurs 
tendent vers les douze mêmes valeurs limites quand le temps ¢ tend 
par valeurs négatives vers — +. Mais il est clair que l'expression (51) 


subsiste dans tout prolongement analytique autour du point ¢ = 90, et 
SS ee Ee MS ER OED TA 
(1) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. Il, p. 169. 


him tong um — 
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par suite, sur le segment négatif de l’axe réel, la distance p a des 


valeurs imaginaires à cause du terme Rp loge. 
Cherchons donc un prolongement analytique du mouvement hyper- 
bolique-elliptique où les coordonnées cartésiennes et leurs dérivées 


par rapport au temps aient des valeurs réelles. Les équations 


eshu—u \=nt+l,—o, p—=a(echu—1), 
u'—e'sinu—=n't+l,—"w"!, r=a'(1i—e' cosu') 


subsistent dans ce prolongement analytique entre les prolongements 
des diverses fonctions qui y figurent. Puisque la trajectoire prolongée 
est réelle, les quantités e, n, L,, ©, p, a et e’,n', 1, w’, r, a’ sont 
réelles, et par suite aussi les deux quantités chu et cosu’. Quand cosu’ 
est réel, u’ est réel ou a pour partie réelle un multiple de x. Si 
l'on avait "= Nz + i, v étant réel et N désignant un nombre entier 


nécessairement fixe, puisque le ele CRE de la fonction u est en 


u'—e'sinu — {1 + 0' 
particulier une fonction continue, le point = sala: AG -Uined SION 


devrait varier dans son 95 sur une parallèle à à l’axe des quantités pure- 


. ment imaginaires. Siw’ est réel, £ l’est aussi: £ étant réel ne peut être 


positif, car il y aurait non plus prolongement du mouvement primitif, 
mais rebroussement de ce mouvement sur lui-même. Il faudrait donc 
que, dans le mouvement prolongé, ¢ soit réel et négatif : nous avons vu 
qu'il est impossible alors que la trajectoire soit réelle. Donc le mouve- 
ment hyperbolique-elliptique n’admet aucun prolongement analytique 
où les trajectoires soient réelles, et cela que le temps reçoive des valeurs 
réelles ou imaginaires. 

Il importe d’insister sur ce que, dans ce n° 9, nous n'avons tenu jus- 
qu'ici aucun compte du signe de la constante des forces vives 4. Tous 


les résultats obtenus seront encore valables si 2 est nul ou négatif, 


pourvu que soient remplies les deux conditions qui caractérisent le 


- mouvement hyperbolique-elliptique : deux distances mutuelles sont 
- des infiniment grands d'ordre 1 par rapport au temps et la troisième 


est bornée. Dans cette double hypothèse, nous avons représenté 


le mouvement des trois corps par deux mouvements osculateurs et 


€ 


“DN eal 


démontré que les douze éléments de ces deux mouvements tendent 


vers des limites, excepté si les limites À,, ,, v, des trois quantités 
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yt! — En’, CEE, Ex’ nf", ou les limites A, us, v2 des trois quan- 
lités ys! — sy’, sa’ — as’, xy’ — yx’ sont nulles à la fois. Les mou- 
vements hyperboliques-elliptiques dépendent évidemment de douze 
paramètres comme les mouvements les plus généraux du problème 
des trois corps, savoir les valeurs limites des douze éléments oscu- 
lateurs. 

Enfin, tant que la constante des forces vives 4 est supérieure à un 
nombre positif fixe, les douze éléments osculateurs tendent unifor- 
mément vers leurs valeurs limites; et ces valeurs limites, comme celle 


du rapport z et comme les coefficients des développements (27) et 


(49), sont fonctions continues et holomorphes des conditions initiales 
du mouvement. Indiquons de suite que nous ne retrouverons ni cette 
convergence uniforme ni cette continuité quand la constante / est 
nulle ou négative (*). 


10. Que pouvons-nous dire des mouvements hyperboliques-ellip- 
tiques qui échappent à notre représentation ? 

Considérons d’abord les mouvements où lestrois quantités nC'— Cy', 
GE — EC, En! — nf’, ou bien les trois quantités ys’ —sy’, sx! — xs’, 
xy' — ya" n’ont pas seulement des limites nulles, mais sont cons- 
tamment nulles. Dans les deux cas les six quantités considérées sont 
constantes pendant le mouvewent, d’après les intégrales des aires : 
donc la dérivée de la quantité 4% — Cy’, égale à 


(59) no" —Cn"= aa,M(ns—Cy) Gex) 
23 


3 
Tis 


et les deux dérivées analogues, sont identiquement nulles. Par suite, 
de tels mouvements doivent satisfaire : 


1° Ou bien aux équations 


L 5 ° . . : 
c'est-à-dire que les trois corps sont constamment en ligne droite; 
a ee ee ee 


(*) D'après la proposition énoncée dans la note 1 de la page 31, il est impossible quil. 


existe dans la région de l’espace à douze dimensions où la constante des forces vives est 
négative, une hypersphére d'où ne partent même dans un sens que des trajectoires hyper- 
boliques-elliptiques, du moins si les trois masses sont différentes de zéro. Cf. page 71. 
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2° Ou bien à la condition 


l'i3 = l'o3s à 


c'est-à-dire que les trois corps forment constamment un triangle à 1S0- 
scèle de sommet m,. 


Si, dans un mouvement, les trois corps sont constamment en ligne 
droite ('), ou bien ils sont sur une droite fixe, c'est le mouvement recti- © 
ligne, ou bien le mouvement considéré est le mouvement d’Euler, où 
les rapports des distances mutuelles restent constants, et qui ne sau- 
rait étre hyperbolique-elliptique. Le mouvement rectiligne hyperbo- 
lique- -elliptique peut évidemment étre représenté par une dégéné- 
rescence du mode de représentation général, savoir, par les équations 


M 
= ner cut de (£— 7). p =a(chu—1), 
a 
: /m;, + m 
vO sine’ = hid YI TC r=a'(1—cosu’); 
a? 


les douze éléments osculateurs se réduisent aux quatre éléments a, 7, 
a’, 7, qui tendent vers des limites finies quand le temps croit indéfi- 
niment. 

Les solutions isoscèles du problème des trois corps comprennent 
d’abord le mouvement de Lagrange, où les trois corps forment cons- 
tamment un triangle équilatéral, et le mouvement d’Euler quand les 
deux masses extrêmes y sont égales : ces deux premiers mouvements 
ne sauraient être hyperboliques-elliptiques. Les solutions isoscèles 
comprennent en outre les mouvements suivants, où les deux masses 
m, et m, doivent avoir des valeurs égales, si le triangle isoscèle a pour 
sommet la masse m, ; le mouvement avec axe de symétrie, où les trois 
quantités nQ — Cr’, Ce’ — EC, Ex! — n£' sont nulles, et les trois quan- 
tités ys’ — zy’, sx’ — xs’, xy’ — yx’ sont constantes, mais non nulles 


(:) La proposition a été démontrée par M. Wilczynski (Annali di Matematico, 3° série, 
t. XXI, 1913, p. 8), qui a appelé aussi « solutions isoscéles du problème des trois corps » 
les solutions où les trois corps forment constamment un triangle isoscèle. 
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toutes les trois; le mouvement avec plan de symétrie, où les trois quan- 
tités nC’ — Cy’, Ce" -—- EC’, En! — n£! sont constantes, mais non nulles 
toutes les trois, et où les trois quantités yz’ — sy’, sa”! — xs’, 
ay! — yx sont nulles; et enfin le mouvement plan avec axe de symétrie 
dans son plan, où les six quantités considérées sont nulles (*). 

Quand ils sont hyperboliques-elliptiques, les trois derniers mou- 
vements admettent évidemment comme représentations des dégé- 
nérescences du mode de représentation général, analogues à la 
représentation que nous venons d'indiquer du mouvement rectiligne 
hyperbolique-elliptique. 

Je n’ai pas réalisé d'exemples de mouvements où les trois quantités 
nc! —Cn', CE — EL, En! — nË' ou bien les trois quantités yz! — zy’, 
sa! — xs’, æy'— yx' tendent vers zéro quand le temps croît indéfini- 
ment sans être constamment nulles. S’il existe des mouvements hyper- 
boliques-elliptiques où les trois quantités yz3'— zy’, 34 —xz, 
æy" — yx' tendent vers zéro sans être constamment nulles, à chaque 
instant où les deux quantités yz’ — zy’, za’ — wz’ ne sont pas nulles, 
les six éléments elliptiques a’, e’, à’, E, w’, 9’ sont déterminés. En 
particulier on obtient, en ajoutant la somme des carrés des trois équa- 
tions (55), 


S(ys'—:y')} = (m + mi)a'(1 —e!),. 


Or, d’après l'équation (59) et la première intégrale des aires, la quan- 


+ ius " uw b À b a 

tilé ys” — sy” est de la forme = 3; donc les quantités ys’ — sy’, 
b 

sax! — xs', cy’ — yx' sont de la forme as Donc, dans de tels mou- 


vements, la distance périhélie a’(1— e’) est de la forme A 
Remarquons enfin que, si les limites À,, 1, v,, Ag, &, v, sont nulles 


ET PR SEE PRE NS PE PS On 


(1) Le mouvement avec axe de symétrie, le mouvement avec plan de symétrie et le 


mouvement plan avec axe de symétrie dans son plan ont été signalés pour la première 


lois par M. Fransen ( Œfversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Farhandlingar, arg 32, 
1895, n° 10, pp. 783-805). Voir aussi Witczynskt, loc. cit.; et Cuazy, Bulletin astrono- 
mique, 2° série : Mém., +. 1, fase. Ill, 1921, pp. 171-188. 


+ on run 


Re Se = — 


~ 
a 
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à la fois, les trois constantes des aires À, u, v sont nécessairement 
nulles, et, d’après le théorème (') de Dziobek, le mouvement est 
plan. 


. (1) Ce théorème a été démontré de façons diverses au moyen des coordonnées carté- 
siennes (cf. DztopEK, Die mathematischen Theorien der Planeten-Bewegungen, Leipzig, 
1888, p. 68; SuNpMAN, Acta Soc. Sc. Fennicæ, t. XXXIV, 1907, n°6, p. 17; Cnazy, 
Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918. p. 335). 

On peut encore le démontrer comme suit au moyen des variables canoniques. Employons 
les mêmes notations que Poincaré dans Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, 
t. I, p. 39. Les intégrales des aires, nulles toutes les trois, donnent les trois équations 
2 88 + $'8'— 0, 010 BG = P’G 
(puisque 6, G, 8’, G’ sont essentiellement positifs et ne peuvent annuler l’expres- 
sion BG + B’G'). On déduit, par dérivation des deux premières équations, 

18" dé , dd’ 


de a 
Bap at Ra Soi QR, ae 


et, par combinaison avec les équations canoniques, 


de sorte que la fonction F ne dépend des variables 8 et 6’ que par la différence 6 — 6’, et 
des variables @ et @’ que par l’expression 86+ #6’. Comme les quantités 0—0’, 66 + 6'0’ 
sont identiquement nulles d'après les deux mêmes équations des aires, les dérivées de F 
par rapport aux huit autres variables sont indépendantes des quatre variables 0, 6’, 6, 0’. 
Dès lors, parmi les douze équalions canoniques écrites par Poincaré, les huit équations 
des deux premières colonnes se séparent, ot se ramènent évidemment aux huit équations 
du problème plan écrites à la page précédente. 

Au point de vue géométrique, en considérant les deux vecteurs représentant les 
moments par rapport à l'origine des quantités de mouvement dans les deux mouvements 
osculateurs, on voit de suite qu'à un iustant quelconque dans ces deux mouvements les 
longitudes du nœud diffèrent de x et les inclinaisons sont supplémentaires; donc, à 
l'instant considéré, les deux points de coordonnées £,.n, & elx. y, 3 el leurs vilesses 
sont dans un même plan. Par suite, dans le mouvement par rapport au centre de gravité, 
les trois corps et leurs vitesses sont aussi dans un même plan, qui reste nécessairement 
fixe pendant le mouvement. 

Ajoutons une dernière remarque en nous reportant à la page 37 du même volume de 
Poincaré. Puisque le erochet de Jacobi de deux intégrales des aires est précisément égal 
à la troisièmé intégrale des aires, il résulte déjà que, quand les trois constantes des aires 
sont nulles, le nombre des degrés de liberté s’abaisse à 3 comme dans le mouvement plan. 
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CHAPITRE III. 


LA CONSTANTE DES FORCES VIVES EST NULLE. 


11. Dans un travail précédent ('), j'ai étudié certains mouvements 
du probleme des n corps correspondant à la valeur nulle de la cons- 
tante des forces vives. J'ai appelé ces mouvements paraboliques parce 
que dans ces mouvements comme sur les trajectoires paraboliques du 
problème des deux corps, les distances mutuelles et, excepté pour des 
directions particulières des axes, les différences des coordonnées 


des n corps sont des infiniment grands d’ordre = par rapport au temps. 
P ë 3P PP P 


Réciproquement, j'ai caractérisé les mouvements paraboliques par la 
double condition (7) gue la constante des forces vives est nulle, et que 


les 3n quotients =, 2, = ‘ sont tous bornés. quand le temps croît indéfi- 
Ë à à 


niment. 

La configuration des n corps quand ils s’éloignent indéfiniment sur 
des trajectoires paraboliques n’est pas quelconque : cette configuration 
tend nécessairement vers l’une de ces configurations, recherchées 
d’abord par Euler et Lagrange dans le problème des trois corps, et qui 
peuvent rester semblables à elles-mêmes au cours d’un mouvement. 
Les trajectoires paraboliques partagent d’ailleurs la propriété précé- 
dente avec les trajectoires sur lesquelles les n corps se choquent tous 
en un même point de l’espace au bout d'un intervalle de temps fini. 
Dans le problème des trois corps existent ainsi deux sortes de mouve- 
ments paraboliques correspondant aux deux configurations d’Euler et 
de Lagrange. A la configuration rectiligne correspondent des mou- 
vements paraboliques dépendant de dix paramètres, au lieu de douze, 
dont dépendentles mouvements les plus généraux. Au triangle équila- 


téral correspondent des mouvements paraboliques dépendant de neuf 
paramètres. 


UN Le) Be BE ANS AE ST SR MR ON QUI "EMA 


(!) Bulletin astronomique, L. XXXV, 1918, pp. 321-3 
(*) Loc. cit., p. 364. sé ~ 


; 
5 
H 
4 
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Dans le problème des trois corps et pour la valeur nulle de la constante 
des forces vives, nous nous proposons ici d'étudier quand le temps croit 
indéfiniment les mouvements autres que les mouvements paraboliques. 


. . Ti 
Nous devons donc supposer que l’un au moins des neuf quotients = > 


3 
Vi Z1,: , CPE , : 
> (t= 1, 2, 3) n’est pas borné quand le temps croit indéfiniment. 
fee 


Nous emploierons les notations (') du travail cité. Nous poserons 


2 
3 


2 = ; 
æi= Xib, pi Vee, i= Z,0°@ (i=1, 2, 3), 


»/ : dad? x . 
Bg sorte que l’équation (1) en — devient 
aX; 4 dXi 2 1 OÙ 
| | es ay ee Sa ee AU en 
peo} : dt? TE 3 f dt Peaks m; oX; 


où l’on a substitué dans la fonction U les neuf variables X;, Y;, Z; aux 
neuf variables æ;, y;, 3; Nous ferons ensuite le changement de 
variable 


de sorte que la variable u croît et tend vers + «+ en même temps que z. 
L’équation (60) devient | 


a?X; t dX; 2 1 OÙ 


Cu du? T3 du 9 "mm; OX; 


Par les mêmes changements de variables, et si l’on pose en outre 


CoE 


| I—JË où J—XmSX", 


l'équation des forces vives et l’équation de Lagrange deviennent 


, 4X3\" 9 ad 4 5 
taf ER re TS v7; 
(62) m8 (Fe) tg Ha gi aU(X;, Y;, Zi), 
Os) Sas 4 wv. 7. 
(63) PTE ate D A ae aU(X;, Yi, Zi), 


eS ae 


(1) Loe. cit., p. 336 et 364. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Mars 1922. 12 
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où l’on a substitué comme dans l'équation (60) les variables X;, Y;, Z 
aux variables x;, y;, 3; dans la fonction U. 
Éliminons la fonction U entre les deux équations (62) et (63) : 
RC 
qe gs = Se (Gi) ; 


du? Tn du 


(64) 


et discutons l’équation ae 
La fonction J est positive ou nulle, et ne saurait être bornée quand 


la variable u tend vers +, sans quoi tous les X;, Y;, Z; seraient 
bornés, et nous retomberions sur une trajectoire parabolique. Mais J 
est fini pour toute valeur finie de uw, puisque I est fini pour toute valeur 


d 
I est finie pour toute valeur finie de w, 


finie de 4. De mème la dérivée — mo 


carona 


et pour toute valeur finie de ¢ la quantité J et la dérivée I’ sont finies. 
La fonction J(w) ne peut avoir de maximum. En effet, à une valeur 


3 LEE a 
de w qui annule la dérivée première +, ne peut correspondre un 


2 : : Lei fe dj 
maximum de la fonction J(u) que si la dérivée seconde ——, et par 
du* 
=f , ‘ LE ° ay v ~ aX; 2 . 
conséquent d’après l’equation (64) la somme SmS a)? quine 
A n . . . > . 0 ete , aX; 
peut étre négative, finie ou infinie, sont bes : les neuf dérivées HS 


dy, d7; tu : : 
Ta? da sont nulles. D'après l'équation us ER 7a étant nuls, et J 


fini, la fonction U(X,, Y,, Z,) est finie, et par suite il en est de même 
de toutes ses dérivées partielles par rapport aux neuf variables X,, 
Y,, Z,, du premier oes a d'ordre quelconque. D'après l'équation (61), 


cbt aX; ; ; ; 
7 étant nul et X, el x. finis, Xi et de même les huit quantités 


du? 
st sont encore finis. E En dérivant l'équation (64) 
a J € d'J dX; d'X 
6 | ae ASE see taf 
va de de — nn du du?’ 


: ay “a ; . . . | 
on voit que — est nul. En dérivant l'équation (61), on voit de mème 


PARUS PEN TEEN 
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a Xi . a : : 
que —; et les huit quantités analogues sont finis. En dérivant a 


nouveau |’équation (65) 


PIN PIC RS Bs Gba sms (EX), 


À dits 75 Te re PTE 


4 ARR ae ine à 
on voit enfin que la dérivée quatrième = est finie : la valeur  consi- 


dérée ne peut correspondre à un maximum de la fonction J(u) que 
se, et par conséquent a 

du q du? 
nuls. Dès lors la solution considérée du système différentiel formé de 
l'équation (61) et des huit équations analogues, se réduit nécessai- 
rement d'après le théorème de Cauchy à la forme 


et les huit quantités analogues sont 


X;=const., Y;=const., Z;= const. (é = 50;,-8) 


et correspond à une fonction J(u) constante et à une trajectoire para- 
bolique particulière. 

Donc, quand u varie de — + à + et 1 de o à +, la fonction J(u) 
n’a pas de maximum. Étant positive et finie, mais ne pouvant être 
bornée quand u tend vers ++, cette fonction tend nécessairement 


soul) , : he 
vers + x, et la dérivée — finit par étre positive. 
. é 1 $ ay daX;\? 
‘ ’ à cer Ym. See 
Il résulte alors de l’équation (62), où les quantités 7 et Em S( Fr ) 
sont positives ou nulles, que la fonction | 


M M3 Ms M: M M 


U X; Y;, Z; SSS _————————————d —————— 
| VS(X.+X;)? VS(Xs— X.)? ta VS(Xi1—X2)? 


tend vers +2, comme la fonction 


di pe ma ms S(X 2 — X,}+ mn S(Xs— Xi) + mm S (Xi — X2)°. 


Quand-J tend vers + 2 avec u et ¢, à chaque instant l’un, et par suite 
deux au moins des trois dénominateurs figurant dans l'expression | 
de U(X,, Y,, Z;) sont arbitrairement grands : puisque cette expression 
tend vers l'infini, il faut qu’en même temps le troisième dénominateur 
soit arbitrairement petit. Par.suite, 1 ne peut y avoir échange. L'un 
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des dénominateurs, soit VS(X, — X.)?, tend vers zéro, et les deux 
autres tendent vers l'infini. Les rapports de ces dénominateurs sont 
les mêmes que ceux des distances 733, 7315712 : donc, si l’on revient 
. . Fr , 4 ° , 
aux notations du n° 3, le quotient À tend vers zéro quand t croît indéfi- 


niment. 
Puisque l'expression 


Fu Lie “te: Mi M rm) =F [mrt +] 


= & 
i À M | Mi + Ma PE M 


tend vers l'infini, il faut que le quotient À, et a fortiori la distance p, 
1 


tendent vers l’infint. 


x a7 = dt 
Dès lors l’équation (3) en >; est de la forme 
é br? b € b G 
Cot pil pot ab LEUR 


puisque le quotient à tend vers zéro et le quotient £ vers l'infini. 
3 - 


~ 


Donc la dérivée &, et de mème les dérivées n’ et C’, tendent vers des 
limites finies. Les quotients : F $ tendent respectivement vers les 
trois mêmes valeurs limites, et /e quotient © tend vers une limite finie 
dont le carré est la somme des carrés des trois valeurs précédentes. 

Je dis que la limite du quotient £ n’est pas nulle. En effet, démon- 
trons d’abord que la dérivée o’ tend vers unc limite, qui sera nécessai- 


rement la même que celle du quotient £. L’équation (5) est de la forme 


2 ie 5 \2 | Lars 1 \2 
(66) pus OE SEE En!) = Mit + SU ga? 


d'après la seconde des formules (11), l’inégalité (29) et puisque le : 


; i : : ab: ‘22 
quotient ; tend vers zéro. Pour avoir une limite supérieure de la quan- 


esse es 


‘ 


oe 


— ore 


a Lu T0 


\ 


COLA dat SE 
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d’n att 


tité nC’ — Gy’, formons avec les deux équations (3) en au Chom la 
combinaison 
atl ty a,a,M(ns —Cy) (+ = =); 
Oar res Ti3 
d’où 
sai 
RER, 
Pp 3 


t 


d’après l'inégalité (29) et puisque = tend vers zéro et £ vers l'infini. 
ria 


En intégrant à partir d’un instant assez éloigné mais fixe, on voit que 


5 4 
la quantité 1¢’ — Cy’ est égale au produit de z* par une fonction bor- 
née quand le temps croit indéfiniment, et l’on déduit 


S(n£ —En'} __ bit fave 


p3 p5 p° : 
2 


ST a , . 
puisque — tend vers zéro. L’équation (66) est donc de la forme 


(67) p=-M 


Il résulte que la dérivée première p' finit par décroitre, et en par- 
ticulier tend vers une limite quand le temps croît indéfiniment. Donc 


la dérivée o' tend vers la limite positive ou nulle du quotient Ê ns 


Admettons que cette limite commune soit nulle. Multiplions l’équa- 
tion (67) par 20’, et intégrons l’équation obtenue de l'instant {= + % 


ae ane 
(1) L'existence de cette limite de la dérivée p’ peut se déduire aussi de l'équation 
suivante, qui résulte de l'identité de Lagrange 


1 , S LC — D 
pie FP yt dr ee on ; 
2 


’ bt ; 
et dont le dernier terme est de la forme ae et par conséquent tend vers zéro : donc ¢' 
a une limite dont le carré est la somme des carrés des limites des dérivées §', n', 2. 

2 4 H 
Mais l'équation (67) est utile pour démontrer que la limite commune de ¢’ et £ n'est pas 


nulle. 
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à l'instant ¢ : il vient, puisque p tend vers l’infini et p’ vers zéro, 


pra", Vpe’=V2M(1+e). 


- ¥ 3 rs . 3 — 
La dérivée ate o’ de la fonction p” tend vers la limite finie = V2M 
2 iS 
3 


quand ¢ croit indéfiniment, donc le quotient F tend vers la méme 


limite : circonstance incompatible avec ce fait que le quotient & tend 
, : tha 
vers l'infini. Donc da limite commune de la dérivée p' et du quotient - est 


plus grande que zéro. 

Considérons l'équation des forces vives sous la forme (8) : la cons- 
tante A est nulle, r,,, r,, tendent vers l'infini et £’, n’, C vers des limites 
dont la somme des carrés est plus grande que zéro. Donc l'expression 
SEE a tend vers une limite négative : il résulte que 
la distance r est bornée. 

Dès lors nous retrouvons les deux conditions du n° 9 : la distance r 
est bornée et la distance p correspondante est un infiniment grand d'ordre t 
par rapport au temps. Par suite le mouvement des trois corps est un 
mouvement hyperbolique-elliptique, représentable en général selon les 
résultats obtenus au n° 9, et avec les circonstances d’exception con- 
sidérées au n° 10, par les deux mouvements osculateurs classiques, 
dont les douze éléments tendent vers des limites; d’ailleurs les valeurs 
limites des deux éléments a et a’ satisfont à la relation 


m,m,; lima = (m,+ m,)m; lima’. 


Donc, dans le problème des trois corps, quand la constante des forces 
vives est nulle, le mouvement est exceptionnellement parabolique, mais 
en général hyperbolique-elliptique, et dans ce cas peut étre de trois 
sortes différentes suivant celle des trois masses qui s'éloigne indéfi- 
niment des deux autres. Dans l'espace à douze dimensions, toutes les 
trajectoires correspondant à la valeur nulle de la constante des forces 


vives, sont situées sur la variété algébrique à onze dimensions, dont. 


l'équation est l'équation (8) où l’on annule k; toutes ces trajectoires 


7 
| 


- 
7 


"a 
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dirigées Sont des trajectoires hyperboliques-elliptiques, de trois sortes 
différentes, à l'exception des trajectoires paraboliques qui forment sur 
la variété algébrique à onze dimensions quatre variétés analytiques, 
l'une à neuf dimensions, et trois à dix dimensions. 


CHAPITRE IV. : 


LA CONSTANTE DES FORCES VIVES EST NEGATIVE. 


12. Nous nous bornerons encore au problème des trois corps, et 
nous remarquerons que a priori le cas où la constante des forces vives À 
est négative se subdivise en trois, selon que la quantité posi- 


Je Emimer/, : ; i 
tive I= a tend vers + 0, est finie, ou est tantot bornée, tantét 
infiniment grande. : 

Premier cas : I tend vers +. 


Quand le temps croit indéfiniment, à chaque instant l’une, et par 
suite deux au moins des trois distances mutuelles sont de l’ordre de 
grandeur de la racine carrée de I. Mais les trois distances mutuelles ne 
peuvent être simultanément de cet ordre de grandeur, car dans l’équa- 
tion des forces vives (7), le premier membre est positif ou nul, et le se- 
cond serait voisin de la quantité négative À : donc à chaque instant l’une 
des distances mutuelles est nécessairement bornée. Dès lors tl ne peut y 
avoir échange. La même distance mutuelle, soit r,,, restera borneée, et les 
deux autres, r,, et r»,, tendront vers l'infini de même que la quantité I. 

Revenons aux notations du n° 3; r est borné et p tend vers + 0; 


le rapport : tend vers zéro comme dans des calculs précédents. Je dis 
que le quotient c tend vers une limite. En effet l'équation (3°) est de la 
forme : | 


be 45 1 fn!) 1-HE S(nt!— tn")? 
(68) foie AY = M + I _. 


p* fone D p 


d’aprés la seconde des formules (11), l’inégalité (29) et puisque r est 
borné et » tend vers l'infini. 
Pour avoir une limite supérieure de la quantité nc! — Gy’, et dés 


7% 
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deux quantités analogues, remarquons que les trois quantités yz’ — zy’, 
zx! — x3!, xy’ — ya’ sont bornées d’après les formules (10), et par 
suite aussi les trois quantités nC’ — Cy’, CE’ — EL, En’ — yf d’après les 
intégrales des aires. Alors l’équation (68) devient 

| 1+E€ 


69) P=—M—) 
(69) p pi 


puisque p tend vers l'infini. Comme précédemment, on déduit que p”. 


finit par décroitre, et par avoir un signe constant; ce signe constant 
est nécessairement le signe plus puisque p tend vers +. Donc la 
dérivée p’ tend vers une limite finie positive ou nulle. Par consé- 


quent le quotient * Ê tend de méme vers une limite finie positive ou nulle. 


Si la limite du quotient F est positive, nous retrouvons les deux con- 


ditions du n°9 : {a distance r est bornée et la distance p est un infini- 
ment grand d'ordre 1 par rapport au temps. Le mouvement des trois 
corps est un mouvement hyperbolique-elliptique, représentable en 
général par les deux mouvements osculateurs classiques, l’un hyper- 
bolique, l’autre elliptique, dont les douze éléments tendent vers des 
limites. 


13. MOuvEMENT PARABOLIQUE-ELLIPTIQUE. — Supposons en second 
lieu que La limite commune de la dérivée p! et du quotient “ soit nulle. 


Multiplions l'équation (69) par 20’, et intégrons l'équation obtenue 
de l'instant. =+ oo à l'instant # : si p’ tend vers zéro et puisque 
e tend vers l'infini, on obtient 


pt amit? 
d’où : 
| Ver = V2M(1+e). 


La dés VF! de Ja, foneiton p? tendant vers la limite SVM, 


le quotient — à tend vers la méme limite ; ret le quotient © tend vers la | 


a 


| 
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; | 
. . (9M\* eh den wat 
limite( 9) quand le temps croît indéfiniment. Donc, dans le mouve- 


ment considéré, la distance p est un infiniment grand d'ordre . par rap- 


port au temps, et la distance r est bornée, et comme les conditions 
obtenues dans les différents cas sont différentes, ces deux dernières 
conditions sont caractéristiques du mouvement parabolique-elliptique. 
SS . - F . 
_ Il résulte que tendent vers des limites finies l'intégrale Î Fe puis 
lo 
les dérivées &', n', © d’après les équations (3), dont la pears se 
réduit à 


enfin les six quantités »C’— Cn’, Ce*—&C’, En — nf, ys! — zy’, 
3x" — x3', ey’ — yæx' d’après l'équation 


ris p* iain 


nt! — Cn" = a,a,M(nz —Cy) (= = =| = br? = b 
23. 


et les équations analogues. Notons, ce qui nous sera utile bientôt, que, 
si l’on désigne par À, la limite de la quantité n¢’ — Cy‘, on peut écrire 


(70) 7 nf! — ta’ =, + 2. 


Emme 


Les quotients ©» => 7 tendent respectivement vers les mémes limites 


que les trois dérivées &’, n’, C'; et ces trois limites sont nécessairement 


t 


nulles puisque le quotient | = tend vers zéro. 


Enfin les quotients :, . ; tendent vers des limites finies, car le pre- 
mier a pour dérivée par rapport au temps ; 

| Som 28 Epp! (Et nt + OE (Et + OE 
Bel pase | ie. aa 


pt! — Ep! E(GE— Et) — n(En'— nl!) 
doi, a: p* } 


ou 


_ orles deux quantités CE! — EC’, =y'— nf’ tendent vers des limites finies, 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXiX. — AwBiL 1922.) . 13 
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et les deux quotients Se sont en valeur absolue inférieurs ou égaux 


à 1; on a donc 


Il résulte que les quotients + = : x fo 2, © tendent vers des limites dont 


M 
la somme des carrés est nécessairement (2 = 


-Les coordonnées &, n, € et la distance p n’ont pas seulement un 
ordre d’infinitude déterminé quand letemps croît indéfiniment : elles 


peuvent être mises sous la forme re M GET LU limités suivant les 
4 


puissances décroissantes de £, i, futé À. ,¢ *, dont les quatre pre- 
miers coefficients sont constants, et dént le Sd TÈRE esthorné. 

En effet, revenons d’abord à l’équation (68), c'est-à-dire à l’équa- 
tion (5) qui, selon la seconde des formules (11), est de la forme 


M + LS S(nE— En} 


p* p* p° 
et par suite de la forme | 
_ M 6 A+p+v b M SX 6b 
RUE Pt SSL BRE RRP GO 


d’après l'équation (70) et les deux équations analogues, et puisque r 
_ est borné et que le quotient © Ê tend vers zéro. Or nous savons que 9’ finit 


par être positif et tend vers zéro; multiplions à nouveau l'équation (71) 
par 29’ et intégrons l'équation obtenue de l'instant t= + à l’ins- 
tant ¢: il vient 


ie ea oe 

d’où 6 P Me 

pp? = 2M Say b. 

et RUN à 
(72) po = Vow a ur 
| | . 2V2M Pp? 
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puisque ; tend vers zéro. On tire encore de l’équation (72) 


M\? 

puisque le quotient £ tend vers la limite (=) » et, en intégrant la 
; t | 

dernière équation à partir d’un instant assez éloigné, mais fixe, on 

obtient 


me | a 
p = 5V2Me+ be, 
puis 


4 


p= (MY) dae, 


Par substitution de cette dernière expression de p, l’équation (72) 
devient 


d’où x 
3 
pe 3 yvaMe—? sx rx ét Lt 
2 LES) i 
V 2 
et 
1 
_(mmyia_sa Ke 
ie) sad BES ae, 


les deux lettres K désignant des constantes d’ailleurs différentes. 
Telle est expression chérchée de la distance p. 
Revenons de même à l’équation 


pe’—Ep’ __ GE — EE) — nEn'— 08) 


(74) p° p ; 


Puisque les deux quotients à ; et les deux expressions CE’ — &’, 


En! — n£! tendent vers des limites finies, le second membre est de la 
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forme (') ee ya 
: ; ie € 
(Pee Fs 

Pp PE 


et l'on a, en intégrant de l'instant ¢ = + > à l'instant £, 


Sn K+e 
Pp 


A 
arte dans le second membre de l'équation (74) les deux expres- 
sions de ?, & analogues à la précédente, les deux expressions des 


quantités ce’ — EC, En’ — vf’ analogues à l'expression (70) et enfin 
l’expression (73) de la distance p; il vient 


J AG) 


K K+e. 
Phi sek à AE br ER 7 
Ke+Ke+Ki2+6 & F 
d’où 
OR SES 
Ps a 


Deux nouvelles applications du méme procédé donnent successive- 
ment 


Pogo Ree BABS 
1 2 t 
€ ts 
(75) ) Les ek dng Deitel Oe 
p MELE Ab Girt | 
tome né 


Des expressions (73) et (75) on tire la première des trois expressions 


| 2 
' BSA + At + Aye B+ a 
ui" 
(76) ~ n= Bt 34 pee B,+ Be + 4, 
B “a 
pact eos o4+S Hs. à | 
a a 


(*) Dans les équations qui suivent, LS: lettre, K désigne des quantités constantes, égales 
où différentes. 


<" 


À : bre » 
quement nulles, à des termes en ee 
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ou les coefficients A, B, C, a Fer ys AB. Uns Acs Das Cs désignent 
des constantes. 

On sait que dans le mouvement parabolique de deux corps le rayon 
vecteur et les différences des coordonnées sont représentables au 
voisinage des deux valeurs ‘=. par des séries convergentes 


1 
ordonnées suivant les puissances décroissantes de z*, dont les premiers 
termes ont la même forme 


UT | K 
Ke+Ke°+K+ — +... 
t? 
que les développements Hmités qui viennent d’être obtenus. Effecti- 
vement, si l’on substitue ces développements limités dans les seconds 
membres des équations différentielles (3), ces seconds membres ont 
les mêmes valeurs que si les trois Ses æ, y, 3 étaient identi- 


2 pres, selon la seconde des 


$: 
t® 


formules (11). Puisqu’on doit retrouver aux premiers membres les 
mêmes expressions de &, n, € après deux intégrations successives, il 
résulte que les expressions (73) et (76) de la distance p et des coor- 
données &, n, € sont les mêmes que dans un see mouvement para- 
bolique de deux corps, a des termes de la forme 4 près. 

1. 

Pour représenter à la fois les six coordonnées Ë, 1, C, x, y, z, consi- 
dérons les deux mouvements osculateurs définis précédemment : le 
premier, déduit du mouvement du point €, n, &, pourra être elliptique, 
parabolique ou hyperbolique, ou présenter tantôt l’un, tantôt l'autre 
de ces trois caractères ('). Le second mouvement osculateur, déduit 
du mouvement du point de coordonnées x, y, 2, sera elliptique. 

Dans la définition du premier mouvement osculateur, prenons 
comme éléments, au lieu du demi-axe focal a et de la longitude SU 
de l’époque /,, le paramètre p et l’instant du passage au périhélie 7 : 
ces deux nouveaux éléments sont liés aux anciens par les formules 


© — l o—il, à 
p=ale—1), t= = Am 7? 


(*) Selon le signe de l’expression 3(x£+yn + 20)? —r?p? 
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et conservons les quatre autres éléments e, z, &, 0. Les quatre équa- 


tions ; 
nt'—tn'=  VMpsinisin6, 
GE — eo’ = —\/Mpsinicos@, 
En’ — nee VMp cost, 
= ; 2M M et —r 
(77) SR LS 


définissent à chaque instant les quatre éléments p, 1, 0, e, et montrent 
qu'ils tendent vers des vos finies, la limite du paramètre p étant 
selon l’équation 


(78) S(nt’—Cn')?=Mp 


4 


égale à cs et plus grande que zéro, et la limite de l’excen- 


tricité e étant l’unité : panera que les valeurs limites A,, »,, v, des 
trois quantités nC’ — Cy’, CE! — EC’, Ex’ — 8’ ne soient pas nulles à la 
fois, et qu’on ait au besoin changé l’orientation des axes. La longitude 
. du périhélie w est déterminée ensuite par les mêmes équations (52) que 
dans le mouvement hyperbolique-elliptique, et tend vers une limite 
finie comme dans ce mouvement. 

Enfin le sixième slément, 7, est défini à l’instant ¢ par les deux 
équations 


2 
(79) eshu —u M ET (+), 
| | P° 
(Re, . PR E. 7 (echu —1), 


e? 


entre Pal doit étre éliminée la variable auxiliaire u, qui est 
réelle et positive, si à l’instant considéré le mouvement osculateur 
est hyperbolique. Si l’on dérive le premier membre de l’équation (77) 
par rapport au temps, et qu’on tienne compte des Ne (3), 


on vo une expression de la forme de eset : donc la 


quantité © 


» qui tend vers zéro, est de la forme ? 35 par ts ee 


Péquation (80), la variable auxiliaire u tend vers zéro quand le temps 
croit indéfiniment. Rendons les équations (79) et (80) régulières 


| 
1 
i 


oo) Vat 


SUR L'ALLURE DU MOUVEMENT DANS LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 103 


pour e =1, de façon que ces équations s’appliquent immédiatement à 
un mouvement osculateur parabolique, et de fagon aussi qu’elles 


ace 2 s me re . . 
_s’appliquent à un mouvement osculateur elliptique sans introduction 


de valeurs imaginaires de la variable auxiliaire : faisons le changement 
de variable 


u=Vet—rU,. 


qui, en passant à la limite, déduit de l’équation de Kepler l’équation 
déterminant le temps dans le mouvement parabolique de deux corps. 
Les équations (79) et (80) peuvent s’écrire 
g(a 
e(shu—u) + u(e—1)=VM Mt) 
Pp? 
e(chu —1)= aa ope tates 


et deviennent 


of Fe J+ VM (45), 
pt 


6 120 e+I à 
2 2 4 

[+ 1)U +...J=2- I 
2 2h P e+! 


La derniére équation montre que la quantité U est un infiniment grand 
d’ordre 5 par rapport au temps; et, si l'on modifie U de quantités de la 
forme : ou t de quantités infiniment petites, on peut réduire les deux 


équations précédentes à 


ur U_ YM 
eat pee con ee 
Pp 
UP ner I 
a nay See 


Par élimination de U entre ces deux equations, et en tenant compte de 
l'expression (73) de la distance p, de l'équation (78) qui définit le 
paramètre p, enfin de l’équation (70) et des deux équations analogues, 
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on conclut que la quantité x tend vers une limite finie('). Donc les six 
éléments du premier mouvement oscülateur tendent vers des limites fines. 

Considérons les six éléments elliptiques du second mouvement 
osculateur, a’, e’, i’, U,, w’, 0’ : à ces six éléments est applicable un 
calcul semblable à celui du n° 9, à cela près que la distance p est un 


° . 2 ° L Lg 
infiniment grand d'ordre ; au lieu de 1, et que les deux équations 


finales sont de la forme 


ds 16 | dr 


des Te Anthem à 

Donc, aux restrictions près énoncées au n° 9, les six éléments consi- 

dérés sont déterminés à chaque instant, et, sauf peut-être la longitude 

. moyenne de l’époque Z,, tendent vers des limites finies, qui sont posi- 

tives pour le demi-grand axe a’ et comprises entre o et 1 pour l’excen- 
tricité e’. 

Pour démontrer que l'élément /, a aussi une limite finie, remarquons 


re : al’ - 
qu’au second membre de l'équation (57) en =; les seuls termes qui 


: b 4 - 
ne soient pas de la forme — proviennent de l'expression 


t? 
_ 2 dw OR dr _ 3: OR de 
n'a da’ Ox du - a®(1—e'cosu’) 0x du” 


et dans cette expression du premier terme du développement de la 
fonction perturbatrice R | 


m, [3(SxE)} rt]. 
Ar 


(1) Au fond, la démonstration consiste en ceci, que d’une part les développements des 
coordonnées §, n, & et la distance e sont les mémes que dans un certain mouvement 
parabolique de deux corps à des termes correctifs de la forme : près (cf. p. 101), et 


8 
que d'autre part le paramètre p a, d'après les équations (78) et (70), même valeur que 


dans ce mouvement parabolique à des termes correctifs de la forme 5 près : les uns et les 


autres termes correctifs ajoutent des quantités infiniment petites à la valeur de = dans le 
même mouvement parabolique de deux corps. 


: 
; 
+ 


Ll IPCs Ag: AAA 


Je. site... 
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les posites x, y, 3, r sont des expressions linéaires en cosw et 


sinu’, et l'équation différentielle considérée peut étre mise sous la 
forme 


dl, __ acos2u'+ Bsinau! + ycosu'+ dsinu! b 
dt (1 — e'cosu')t 4 


~ 


où les quatre coefficients «, 5, y, à sont constants, d’après les whe 
loppements (73) et (76) de la distance e et des coordonnées &, n, ?, et 
parce que la différence de chacun des cing éléments a’, €’, à’, 0’, ©’ 


avec sa limite est de la forme 2 (*). De Péquation (81), ou de l’équa- 
tion précédente, résulte d’abord que la quantité /! est de la forme b logt. 


* Si l’on considère l’équation de Kepler 
u'—e'sinu =nt+l—#, 


où e’, n’ et ow’ tendent vers des limites finies, on déduit que le quo- 


; u' ‘ na Wee oe : 

tient — tend vers la même limite que la quantité n’. D'ailleurs la 
tr M. OU : “4e ik ae A : 

dérivée Tr ne tend pas vers cette même limite, mais finit par être posi- 


tive : en effet, en dérivant l'équation de Kepler par rapport au temps, 
on obtient l’équation $ 


du’ de’ dh’ a dix. di 
od PRES ns Gi PNR ! se. be al = 
(82) (1— e’cosu’) de sinu jp tt ee = "i Pa 
dont le second membre tend vers la limite de la quantité n’ : la limite 
; ral ad | or ; 
de l’excentricité e’ étant inférieure à 1, la dérivée finit par être 
positive. Par suite, au lieu du temps, on peut ee be la quantité u 


comme variable indépendante, ct former, en divisant les équations (81) 
ct (82), l'équation 


dl, _acos2u'+ Bsin2u'+ ycosu’ + à sin u’ b 
= RÉ a — qV 
dui n't 


u 


b 
(1) Car on vérifie facilement que la dérivée id est de la forme =; et chacune des 


dt 13 
de’ di dw' eat b 
Sriv —) > Hd la forme =: 
re de hide. Are 72 
Ann. Be. Norm,, (3), XXNIN. — Avan rose 11 
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puis l'équation 


: sin2u!+ ycosu’+dsinuw’ b 
(83) dl, __æcos2u +6 Y FES 
du' u PE 


où les quatre coefficients «, 8, y, à sont les mêmes constantes que dans 
l'équation (81), et où la fonction b est bornée quand la variable wu’ 
croit indéfiniment. | 

Intégrons l'équation (83) à partir d’une valeur positive de u’, assez 
grande et fixe : on sait que les intégrales 


! + ! 
cos2u sin2u 
f ar atti À u! dei 


tendent chacune vers une limite finie, quand la limite inférieure est 
positive et fixe et que la limite supérieure croit indéfiniment. Donc, 
quand vw’, ou £, croissent indéfiniment, le second membre de l'équation 
obtenue tend vers une limite finie, et par conséquent la quantité /,, et 
ainsi les sia éléments du second mouvement osculateur. 

Le mouvement parabolique-elliptique dépend évidemment d'onse para- 
mètres, qui sont les valeurs limites des onze éléments osculateurs p, 
RAP PA ae: QC ie” A A 

Ajoutons ici une remarque au sujet du mouvement hyperbolique- 
parabolique. Au n° 8 nous avons dans ce mouvement représenté les six 


coordonnées &, n, ¢, x, y, s, sous forme de produits de ¢ ou de re par 
des séries entières en = et SE, convergentes si £ est assez grand. Une 
. A 2 
telle représentation est un résultat plus précis que cette proposition 
que les douze éléments osculateurs tendent vers des limites finies. Mais 
cette dernière proposition est encore valable en général. En ce qui 
concerne le mouvement osculateur hyperbolique défini à partir des 
coordonnées =, 7, ¢, on démontre que les six éléments en sont déter- 
minés à chaque instant, et tendent vers des limites finies, par les 
mêmes raisonnements et avec les mêmes restrictions que dans le mou- 
vement hyperbolique-elliptique. 


3 
| 
t 
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Pour définir le second mouvement osculateur, à partir des coor- 
données æ, y, z, remplacons le demi-grand axe a’ et la longitude 
moyenne de l’époque /, par le paramètre p’ et l’instant du passage au 
périhélie +’, de façon que l’on a ; 
at | a'—% 


— = -— 
n VM + Ma 


et considérons les six éléments p’, e’, v’, æ’, 9’, v’. Pour déterminer à 
chaque instant les cinq premiers et démontrer qu'ils tendent vers des 
limites finies, on peut appliquer les mêmes raisonnements que nous 
venons d'appliquer au premier mouvement osculateur du mouvement 
parabolique-elliptique : à cela près qu’on devra dériver les équa- 
tions (56) pour démontrer que leurs premiers membres tendent vers 
des limites finies (*). L'élément 7’ sera défini de même par l’élimina- 
tion de Ja variable auxiliaire uw’ entre les deux équations 


Dis — e"), Fe 


1 m+ m 3 
Pe US A a ils (1 —e?)?(¢—7'), 
pr 
* ! 
r= 


ars (1—e'cosu’), 


où le paramètre p’ est déterminé par l’équation 
S(ys’— 27} =(m+ m)p', 


et où la distance r est déterminée par le développement résultant des 
développements (49) : 


—. 


1 
(mm) Ag+ pity: , Ke 
‘2 2(m,+ Ma) aa 


Aa» He, V2 désignant comme précédemment les valeurs limites des trois 
quantités ys’ — sy’, sa’ — ws’, xy’ — yx’ et K une constante. 


14. Considérons maintenant les deux autres cas logiquement pos- 
sibles quand la constante des forces vives h est négative, savoir le 


i 


(1) Cf. page 79, note 1. 


108 JEAN CHAZY. 


deuxième cas où la quantité I reste finie, et le troisième cas où la quan- 
tité I est tantôt bornée, tantôt infiniment grande. Dans les deux cas, 
nous ferons seulement quelques remarques au sujet de la question de 
la stabilité dans le problème des trois corps. "i 

Le cas où la quantité I reste finie quand le temps croit indéfini- 
ment est évidemment possible : les solutions périodiques et les solu- 
tions asymptotiques aux solutions périodiques nous en offrent des 
exemples. La question de savoir si la quantité I peut être tantôt bornée, 
tantôt infiniment grande est une partie de la question de la stabilité 
dans le probléme des trois corps. 

Pour qu’il y ait stabilité dans une solution du problème des trois 
corps, Poincaré pose trois conditions (') : 


1° Les distances mutuelles doivent étre bornées supérieurement ; 

2° Les corps doivent ne pas se choquer, et méme les distances mu- 
tuelles doivent étre bornées inférieurement; 

3° Le. système des trois corps doit repasser unc infinité de fois aussi 
prés qu’on veut de la situation initiale. 


Etudions la premiére de ces trois conditions en supposant que le 
mouvement ne comporte aucun choc et dure jusqu’à ¢ = + +. Il est 
évident, d’après l’équation de Lagrange, que la quantité I tend vers 
l'infini et que cette première condition ne peut être remplie, quand la 
constante des forces vives 2 est positive. Selon les résultats obtenus 
plus haut, dans les deux mouvements parabolique et hyperbolique- 
elliptique, la quantité I tend de même vers l'infini quand la constante 
h est nulle. Quand la constante À est négative, cette première condi- 
tion n’est pas remplie non plus dans le premier des trois cas que nous 
avons définis, où la quantité I tend vers l'infini, et où le mouvement 
est hyperbolique-elliptique ou parabolique-elliptique, ni dans le troi- 
sième cas, si ce troisième cas est possible, où la quantité I est tantôt 
bornée, tantôt infiniment grande. Cette première condition est rem- 
plie seulement si la constante des forces vives À est négative, et si en 
outre, selon le deuxième des trois cas que nous avons distingués, la 
quantité I est finie : c’est seulement alors que les trois distances 
RÉ aile dt as IO NS EAE TRE HT UE 


(*) Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. Ul, p. 141. 


a ge Ce 


eee 
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1 


mutuelles sont inférieures à une longueur fixe. Ainsi la question de 
la stabilité au point de vue des maxima des distances mutuelles se 
ramène en premier lieu à la question de savoir si notre troisième cas, 
est possible, sz la quantité | peut étre tantôt bornée, tantôt infiniment 
grande, et en second lieu à décider pour des conditions initiales données 
et rendant négative la constante des forces vives lequel des deux ou trois 
cas possibles engendrent ces conditions. 


‘ 


CHAPITRE V. - 


LIMITE INFERIEURE DE DEUX DISTANCES MUTUELLES 
ET LIMITE SUPERIEURE DE LA VITESSE D'UN CORPS 
DONT LES DISTANCES AUX DEUX AUTRES SONT LIMITÉES INFERIEUREMENT. 


15. Rappelons que le résultat le plus saillant obtenu par M. Sundman 
est l'intégration quantitative du problème des trois corps quand les © 
constantes des aires (') ne sont pas nulles toutes les trois, savoir la 
représentation.des neuf coordonnées et du temps, de — + à + %, par 
des fonctions d’une variable auxiliaire, holomorphes dans un certain 
cercle du plan complexe de cette variable; de même que dans le mou- 
vement elliptique de deux corps, les six coordonnées et le temps 
s'expriment en fonctions entières.de l’anomalie excentrique. 

Pour parvenir à ce résultat, M. Sundman a démontré entre autres 
deux propositions auxiliaires. En premier lieu, en supposant que les 
trois constantes des aires ne sont pas nulles, M. Sundman a déterminé 
une longueur / au-dessous de laquelle deux distances mutuelles ne 
peuvent descendre à la fois; cette longueur Jest une fonction algé- 
brique des masses, des constantes des forces vives et des aires, et enfin 


dre “ite d : 
des valeurs initiales des deux quantités (*) I et uF En second lieu, en 


fees) sone eee eee 


(1) Comme nous le faisons d’ailleurs dans le présent travail, M. Sundman rapporte tou- 
jours le mouvement des trois corps au centre de gravité commun. 

(*) En fait, M. Sundman considère, non la quantité I, moment d'inertie du système des 

ph late Bs) sere 

m,M,mMs3 


trois corps par rapport à leur centre de gravité, mais la quantit 
cette seconde quantité qu’il désigne par ies 
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supposant encore que les trois constantes des aires ne sont pas nulles, 
et s'appuyant sur la première proposition, M. Sundman a déterminé, 
quand les distances de l’un des corps aux deux autres sont supérieures 
ou égales à la longueur /, une limite supérieure V de la vitesse de ce 
corps; cette limite supérieure V est aussi une fonction algébrique des 
masses, des constantes des forces vives et des aires et des valeurs ini- 


: Sy dl 
tiales des deux quantités I et =: 


Rappelons encore que M. Hadamard a simplifié les démonstrations 
des deux propositions précédentes en supposant aussi que les trois 
constantes des aires ne sont pas nulles, et en modifiant l’enchaine- 
ment des idées (‘). 

En raison de l'importance des deux propositions précédentes au 
point de vue de la stabilité et de la théorie générale du problème des 
trois corps, il n’est peut-être pas inutile de présenter les faits à un 
point de vue plus intuitif, et notamment de limiter la vitesse d’un 
corps dont les distances aux deux autres sont limitées inférieurement, 
même dans certains cas où les trois constantes des aires sont nulles. 

Nous utiliserons une transformation de l'expression de la force vive 
et une équation employées (?) par M. Sundman. Soient comme précé- 
demment æ;, y;, 3; (t= 1, 2, 3) les coordonnées des trois corps par 
rapport au centre de gravité commun, et soient 7; leurs distances à 
ce centre de gravité : on tire de l'identité de Lagrange 


L— 5,y!)? 
Sr =r? +sS (wisi syi" =) Hs, Ye 


t 
d’où l'expression 
peed eek ye 
aT — 2 m,Sx/ = Emi 8 yy MAY sive 
ri 


Dans l'expression précédente de 2T, multiplions chacun des quatre 
termes par I = Emir; et appliquons de nouveau l'identité de Lagrange 
aux quatre produits ainsi obtenus : avec des combinaisons de signes 


(1) Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XXXIX, 1915, pp. 249-264. 

(2) Cf. Sunpman, Acta Soc. se. Fennicæ, t. XXXIV, 1907, n° 6, p. 32, et Acta mathe- 
matica, t. 36, 1912, p. 149; Cnazy, Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p- (333, 
L'équation considérée s'étend au problème des x corps. 
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convenables, ces produits deviennent 


Emir? x Emir = (mri; } + Emime(rirx — rer); 

mu(yisi — SSI) 

Zmir? x gs se 
ir) ë ji ' r r, |? 
=[Zmi(yis — 31; ) + 2mim, ons — Ai) a — (nok — Fk) “| . 

L 
D’après l’équation 
; l'=2>2mirr, 
et les trois intégrales des aires 

Emi(yiss— 2:75) = À, 
Z m;(4;2;— 2,3) =P) 
> mi(xiy} — yix;) NE 


‘on déduit la nouvelle expression 


suélis + pt+ v+ Q? 
PT IN mas 0 


lee I 


Q? désignant une somme de douze carrés. 


D’autre part, en éliminant la fonction de forces U entre l’équation 
des forces vives et l’équation de Lagrange, on obtient 


V’=2T +24, 


d’où, par substitution de l'expression obtenue de 2T, 


12 2-1. nu? 2 2 
: baad RP FREE 


ROSE 
u AE I I 


Multiplions les deux membres de l'équation précédente par = et inté- 


grons l'équation obtenue par rapport à la variable £ : il vient 


2 PO?! 
(84) papa ee per «MAM QT at + const. 
[2 


>I VI 


Telle est l’équation cherchée ('). 
(:) ll résulte facilement de cette équation que, si la première des deux propositiens 


8 * 
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16. Durée du mouvement. — Soit un mouvement quelconque du pro- 
blème des trois corps, donnant des valeurs arbitraires à la constante des 
forces vives et aux constantes des aires. Prolongeons analytiquement et 
réellement ce mouvement sur l’axe réel du plan de la variable complexet 
en faisant croître, puis en faisant décroitre ¢ autant qu'il est possible, 
et par conséquent jusqu’à ¢ = + 2 et jusqu’à ¢ = — « : à moins d’être 
arrêtés par un choc des trois corps au delà duquel le mouvement consi- 


de M. Sundman rappelées précédemment s'était trouvée fausse, si, les trois constantes des 
aires n'étant pas nulles, la fonction I avait eu des minima arbitrairement petits, cette 
fonction aurait eu nécessairement aussi des maxima arbitrairement grands, de sorte que 
dans un tel mouvement ni la seconde, ni la première des trois conditions de Poincaré 
n'auraient été vérifiées. x ; à 

En effet, supposons que dans un mouvement du problème des trois corps, les trois 
constantes des aires ne soient pas nulles, et que les trois distances mutuelles puissent 
devenir simultanément arbitrairement petites. Puisque la fonction I ne peut s’annuler 
pour une valeur finie du temps, ni tendre vers zéro quand le temps croît indéfni- 
ment (cf. page 113, Propriétés de la fonction I), il faut admettre que cette fonction oscille 
quand le temps varie, et, étant positive et finie, présente indéfiniment des minima arbi- 
trairement petits, non nuls, et des maxima non arbitrairement petits, finis, mais peut-être 
non bornés. D'ailleurs la dérivée I’ est finie, et par suite nulle en tous ces minima et 
maxima. Enfin A est nécessairement négatif. Soient I; et I, les valeurs d’un minimum et 
d'un maximum consécutifs : appliquons l'équation (84) à l'intervalle de temps compris 
entre les instants correspondants #4 et 12 (¢; < t:). Done cet intervalle l'est nécessaire- 
ment positif ou nul, et l'intégrale figurant au second membre est positive ou nulle ; la 


12 
fonetion i est nulle aux deux limites. D’où l’on déduit 
: 2VI 


2 2 Frs” et 2 2 2 
pala li AM PO br RS + 2hyi,2 0, 


Vi; vii 


(RS San) (VA vi)20, 


ou, puisque I, est inférieur à L et À négatif, 


ou 


2+ pw? + v? 
p peli. bab à 
Ll2 ET 


Done, ayant des minima arbitrairement petits, la fonction I a nécessairement aussi des 
maxima arbitrairement grands. | 


On peut dire encore que les mouvements où les trois constantes des aires ne sont pas 
nulles, et qui vérifient la première condition de stabilité, ne peuvent échapper à la 


seconde que parce que deux corps seulement, mais non les trois corps à la fois, se. 


choquent ou se rapprochent indéfiniment. 


D. 
——— 


Cmte 


Reese er — 


a 
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déré n’admette pas de prolongement réel. Etudions les variations de 
la fonction I(¢) pendant toute la durée du mouvement ainsi obtenue. 


Propriétés de la fonction I(t). — Nous savons de la fonction I(2) les . 
propriétés suivantes. Cette fonction et sa dérivée a sont finies pour 


toute valeur finie du temps. M. Sundman a démontré que, si les trois 
constantes des aires A, 4, v ne sont pas nulles, les trois corps ne 
peuvent se choquer pour une valeur finie du temps : alors de t= —x 
à 41— + la fonction I est positive. D’après les résultats obtenus 
plus haut ('), quand ¢ tend vers +2 ou vers —, la fonction I 
est nécessairement un infiniment grand d’ordre 2 par rapport au 
temps, si la constante des forces vives À est positive, dans les trois 
mouvements hyperbolique (n° 5), hyperbolique-parabolique (n° 8) et 
hyperbolique-elliptique (n° 9). Si la constante À est nulle, la fonc- 
tion I est un infiniment grand d’ordre 2 dans le mouvement hyperbo- 


lique-elliptique et d’ordre À dans le mouvement parabolique (n° 11). 


Si la constante À est négative, la fonction I est un infiniment grand 
d’ordre 2 ou : dans les mouvements hyperbolique-elliptique (n° 12) et 
parabolique-elliptique (n° 13), correspondant au premier des trois 
cas que nous avons distingués; elle est finie dans le second cas, et 
tantôt bornée, tantôt infiniment grande dans le troisième. Enfin j'ai 
démontré (?) que dans aucun mouvement la fonction I ne peut tendre 
vers zéro quand le temps croît indéfiniment. 


Intervalles de première sorte, de deuxième sorte et de troisième sorte. — 
Divisons la durée du mouvement en intervalles par les instants où la 
fonction I passe par des minima, différents de zéro ou nuls, et distin- 


-guons trois sortes q’intervalles. 


~ Les intervalles de premiere sorte sont les intervalles pendant lesquels 
la fonction I ne possède pas de maximum et ne tend pas non plus vers 


| (1) Nous avons supposé précédemment que ¢ tendait vers +, mais il est clair qu’à 
tous les résultats obtenus correspondent avec les changements convenables des résultats 


valables quand ¢ tend vers — . 


(2) Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p. 331, note 2; et infra, pp. 123-124. 
Ann. Ee, Norm., (3), XXXIX. — AVRIL 1922., 15 


/ 
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une limite finie pour une valeur infinie du temps. Les intervalles de 
première sorte ont nécessairement une durée infinie, et, quand le 
temps croit indéfiniment, le mouvement y deyient nécessairement 
hyperbolique, ou hyperbolique-parabolique, ou parabolique, ou hyper- 
bolique-elliptique, ou parabolique-elliptique. | 

Les intervalles de deuxième sorte sont les intervalles pendant lesquels 
la fonction I possède un maximum. Les intervalles de troisième sorte 
sont les intervalles infinis où la fonction I ne possède pas de maximum 
et tend vers une limite finie pour une valeur infinie du temps. Les 
intervalles de seconde ‘et de troisième sorte ne peuvent exister que si 
la constante des forces vives A est négative, puisque pour 250 la 
dérivée seconde I’ est positive d’après l'équation de Lagrange, et la 
fonction I est un infiniment grand d'ordre 2 ou 3 quand le temps croit 
indéfiniment. 

On peut présenter les choses autrement. Si / est positif ou nul, la 
durée du mouvement se compose d'un ou de deux intervalles de 
première sorté. Si / est négatif, Ja durée du mouvement se compose 
d’un nombre infini d’intervalles de deuxième sorte (2° ou 3° cas), ou 
d'un nombre fini, qui peut être nul, d’intervalles de deuxième sorte, 
précédés et suivis de deux intervalles qui peuvent ètre séparément 
de première sorte (1* cas) ou de troisième sorte (2° cas); de part et 
d'autre de l'instant initial, la suite finie ou infinie des intervalles de 
deuxième sorte peut enfin être limitée par un choc des trois corps. 


17. INTERVALLES DE PREMIÈRE SORTE : A? + u? + > 0. — Limite infé- 
rieure de X. — Considérons d’abord un intervalle de temps de première 
sorte : les limitations de M. Sundman et de M. Hadamard sont valables 
quand les trois constantes des aires ne sont pas nulles. Rappelons le 
raisonnement par lequel M. Sundman obtient une limite inférieure 
de la valeur 1, du minimum de la fonction 1. En appliquant l’équa- 
tion (84) entre l'instant ¢, du minimum I, et un instant quelconque 
de l'intervalle, soit ¢,, on obtient l'inégalité 


Si l'on égale les deux membres de cette inégalité, on obtient une 


+ 


se 
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équation du second degré en VI, ; désignons par «la racine positive de 
cette équation pour À > 0, la racine finie pour À = 0, et la plus petite. 
des deux racines positives pour À < o : la valeur I, du minimum est 
supérieure ou égale au carré «?. 

Il résulte que les trois distances mutuelles ne peuvent être simulta- 
nément arbitrairement petites. D'une façon précise, si à un instant de 
l'intervalle considéré deux des trois distances mutuelles sont infé- 
rieures à la longueur L, la troisième est inférieure à 2L, et l’on a 


I< 6 M’L? et par suite a?< 6M?L?. 


Donc, dans tout l'intervalle de première sorte considéré et dans tout 
l'intervalle consécutif, deux au moins des trois distances mutuelles sont’ 
supérieures ou égales à la longueur (') 


a 
Us = V5M' 

Si À est positif ou nul, ou si A est négatif et que la durée du mouve- 
ment se compose seulement de deux intervalles de première sorte, on 
pourra toujours choisir pour ¢, l’instant initial du mouvement, et 
obtenir ainsi une longueur à laquelle deux distances mutuelles sont à 
chaque instant supérieures, det = — x à t = +, quand les trois cons- 
tantes des aires ne sont pas nulles. 


Limite supérieure de la vitesse d’un corps dont les distances aux 
deux autres sont supérieures ou égales à l,. — Dans la même hypo- 
thèse + u?+ v?>0, M. Sundman limite en fonction algébrique 
des constantes des forces vives et des aires et des valeurs initiales des 


quantités I et =} la vitesse de l’un des corps dont les distances aux 


deux autres sont supérieures ou égales à 7: M. Sundman raisonne 
par l’absurde pour obtenir cette limitation, le raisonnement qui suit 
est plus voisin de celui de M. Hadamard. 

D’après le résultat précédent, à chaque instant d’un intervalle de 
première sorte, deux distances mutuelles au moins sont supérieures 


(1) On peut évidemment dans cette formule remplacer la somme my + m2+ m3=M par 
la plus grande des trois masses »4, m2, m3. En fait, la longueur /; ne coïncide pas 
tout à fait avec la longueur 7 donnée par M. Sundman. 
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ou égales ala longueur /, = Ts nous allons limiter la vitesse du 


corps où elles aboutissent. Si à l’instant considéré la troisième dis- 
tance mutuelle est aussi supérieure ou égale à /,, ilest clair que toutes 
les vitesses relatives sont bornées par l’équation des forces vives. 

Admettons donc que la troisième distance mutuelle est inférieure à 
la longueur /,, donc inférieure aux deux autres, et introduisons r les 
notations du n° 3. Considérons l’équation 

1 pri? 

et proposons-nous de déterminer une limite supérieure de la distance r, 
fixe comme la longueur /,, mais plus petite, et telle que le second 
membre de l’équation (5) soit de la forme 2x b désignant une fonction 


bornée quand la distance r est inférieure à cette limite supérieure. 
D'après des développements en série classiques, les premier et 
deuxième termes de l’équation (5) seront de la forme requise si le 
quotient Test inférieur à un nombre fixe inférieur à 1, c’est-à-dire, 


selon des considérations de géométrie élémentaire, si la distance r est 
: à pe É L Mat . : 1 
inférieure à une longueur fixe /, inférieure à —: la distance p sera 


V5 


$ 6 ‘à a sone has , | 
nécessairement alors supérieure à “hi a fortiori à 1,. D'autre part, 
d’après les formules (10) et les intégrales des aires, on peut écrire 
à l'instant considéré l'équation 


(85) nel M 


(m,+ m,)m, 


A+ byr 


_et les deux équations analogues. Par suite, le second membre de 


l’équation (5) est de la forme 


b M: S(1+6Vr}* 6 
AT ——— >  —<— = > 
Pp (m+ m,)* m5 p° p* 


si r est inférieur à p, et puisque p est supérieur à /,. Au total l’équa- 
tion (5) est à un instant de l'intervalle considéré de la forme 
b 


p= > 


P 
pourvu que la distance r soit inférieure à la longueur fixe Z,. 


fwd 
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En multipliant l'équation précédente par 29’, eten intégrant l’équa- 
tion obtenue, on voit que dans tout intervalle de temps compris dans 
l'intervalle de première sorte considéré, et où l’une des distances 
mutuelles, r, reste inférieure à Z,, le carré de la dérivée p’ ne peut 
varier que d’une quantité bornée, au moins si cette dérivée ne s’annule 
pas. D'ailleurs, si à un instant la dérivée p’ s’annule, en prenant cet 
instant comme nouveau point de départ de l'intégration, on voit que 
la dérivée p’ reste bornée jusqu’à un autre zéro, ou jusqu’à ce que la 
distance r devienne égale à 7,, ou jusqu’à l'extrémité de l’intervalle. 

Par conséquent, si pendant tout l'intervalle de première sorte 
considéré les trois distances mutuelles sont supérieures à la longueur /,, 
tautes les vitesses sont bornées par l'équation des forces vives. Si 
l'intervalle de première sorte considéré se compose d’intervalles où 
les trois distances mutuelles sont supérieures à la longueur /,, et 
d’intervalles où l’une de ces trois distances est inférieure à la lon- 
gueur /,, les vitesses sont borhées dans les premiers intervalles partiels 
par l’équation des forces vives, et dans les seconds la dérivée p' corres- 
pondante est bornée par comparaison avec les instants les séparant 
des premiers, ou parce qu’elle s’y annule. Si enfin pendant, tout l'in- 
tervallé de première sorte l’une des distances mutuelles, toujours la 
même, est inférieure à L,, la dérivée p’ est bornée à l'instant du mini- 
mum de la fonction I, puisque la dérivée 
173 1 


Batt es ie 
pp + 2 mr 


= hic Fa M3) Ms 
M m+ My, 


pm 


i 
. vd 


est nulle à cet instant, que p est supérieur à /,, r inférieur à /,, et 
puisque le produit vr’? est borné par l’équation des forces vives : donc 
la dérivée p’ est encore bornée dans tout l'intervalle de première sorte. 
D'ailleurs, d’après l'équation (85) et les deux équations analogues, 
les trois quantités nC’ — Cr’, CŒ'— Et", Ey’ — n£’ sont bornées quand la 
distance r est inférieure à L, ; et d’après l'équation 
1 pnl\2 
res ee 
‘la quantité Ela, n2 + 02 est elle-même bornée, quand de plus p est 
supérieur à 2, et p’ borné. Donc la vitesse d'un corps dont les distances 


+ 
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2 ¢ CR : s ! 
aux deux autres sort supérieures ou égales à la longueur 1, est bornée 
dans tous les cas pendant tout l'intervalle de premiere sorte considéré. 


18. INTERVALLES DE PREMIÈRE SORTE : À = p= v=o. — Considérons 
encore un intervalle de temps de première sorte, et supposons main- 
tenant nulles les trois constantes des aires. C’est là une condition 
nécessaire pour que les trois corps puissent se choquer, et que le 
minimum de la fonction I limitant l'intervalle considéré soit nul, mais 
ce n’est pas une condition suffisante. D’après le théorème de Dziobek, 
le mouvement est plan ou rectiligne : deux autres conditions dans le 
mouvement plan, une dans le mouvementrectiligne sont encore néces- 
saires. Ces nouvelles conditions (*) sont analytiques, mais non plus 
algébriques par rapport aux coordonnées et projections des vitesses 
initiales : i] semble qu'il doive résulter a privri de ce caractère que la 
fonction I, et par conséquent deux distances mutuelles, ne puissent 
être limitées inférieurement en fonction algébrique des conditions 
initiales. 


Limitation des vitesses. — En ce qui concerne les vitesses, il est clair 
que, quand le temps croît indéfiniment, les trois vitesses sont bornées 
par l’équation des forces vives quand la constante / est positive, et que 
le mouvement est hyperbolique ou hyperbolique-parabolique. D’autre 
part, quand la constante À est nulle, les trois vitesses tendent vers 
zéro dans le mouvement parabolique; et, quand la constante A est 
négative, dans le mouvement parabolique-elliptique, la vitesse du 
corps qui s'éloigne indéfiniment des deux autres tend aussi vers zéro. 
Mais, dans le mouvement hyperbolique-elliptique, quel que soit le 
signe de la constante des forces vives, la vitesse du corps qui s'éloigne 
indéfiniment des deux autres tend vers une valeur limite finie : il est 
possible que de même cette valeur limite ne puisse être limitée supé- 
rieurement en fonction algébrique des conditions initiales. 

Nous pouvons remarquer toutefois que la limitation que nous avons 
établie quand une au moins des constantes A, wu, v est différente de 
zéro, de Ja vitesse d'un corps situé à des distances des deux autres 
supérieures ou égales à la longueur /,, est encore valable quand les 


TT ————_—__————__————_———— mie 


(1) Cf. Bulletin astronomique, t. XXXV, 1918, p. 376, 378, 380. 


| 


? 
SUR L ALLURE DU MOUVEMENT DANS LE PROBLÈME DES TROIS CORPS. 119 


trois constantes A, wu, y sont nulles, pour la vitesse d’un. corps dont les 
distances aux deux autres sont supérieures à une longueur fixe quel- 
conque. Or, quand la fonction I est supérieure à la quantité GM°L*, 
deux distances mutuelles au moins sont supérieures à la longueur L. 
Si donc le minimum de la fonction | est plus grand que zero, et si l’on en 
considere la valeur 1, comme connue, on déduit encore une limite supé- 
rieure de la vitesse d’un corps dont les distances aux deux autres sont 


supérieures a LT 
V6M 

Si au contraire le minimum de la fonction I est nul, on peut limiter 
la vitesse d’un corps dont les distances aux deux autres sont supé- 
rieures à une longueur donnée par comparaison avec l'instant initial 
(qui ne saurait être l'instant du minimum) pendant tout l'intervalle de 
première sorte qui serait la durée du mouvement réel, au sens physique 
du mot. Si ce mouvement est prolongeable analytiquement au delà de 
l'instant du choc des trois corps pendant un nouvel intervalle de pre- 
mière sorte, nous ne savons rien dans ce nouvel intervalle dela vitesse 
de l’un des corps supposé à distance des deux autres supérieure à une 
longueur donnée, mais un tel prolongement ne correspond à aucune 
réalité physique. 


19. INTERVALLES DE DEUXIÈME ET DE TROISIÈME SORTE. — Limite supérieure 
de la vitesse d’un corps dont les distances aux deux autres sont supérieures 
à une longueur fixe, quand la fonction X est bornée. — Considérons 
maintenant un intervalle de déuxième ou de troisième sorte : en 
supposant à un instant de cet intervalle les distances d’un corps aux 
deux autres, soitr,,, 7,3, supérieures à une longueur fixe quelconque 
et la fonction I bornée, nous allons limiter la vitesse du corps de 
masse m, : la limitation obtenue sera valable, que les constantes des aires 
soient nulles ou différentes de zéro. k 

En premier lieu, si dans un intervalle de deuxième sorte la valeur 
du maximum de la fonction I est L,,. à l'instant /,, et si l'on applique 
l'équation (84) entre l’instant ¢, et un instant quelconque t de l'inter- 
valle, on obtient l'inégalité 
À + pe? sv" 


Vib 


ali. of shit tert 
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i VI wid 
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-ou les trois termes du premier membre sont positifs, et qui limite (‘) 
en valeur absolue la dérivée 1’. Donc, si la fonction I présenté un 
nombre fini ou infini de maxima successifs, tous bornés, à tout instant 
de l’un des intervalles de deuxième sorte correspondants, la dérivée I’ 
est de même bornée. 

Considérons en second lieu un HÉtRATÉ de troisième sorte où la 
fonction I, quand le temps croît indéfiniment, tend vers une limite 
finie par valeurs nécessairement inférieures à cette limite, puisque la 
fonction I ne peut posséder de maximum. La dérivée seconde I’, qui, 

. d’après l'équation de Lagrange, est égale à 2U + 4A, est supérieure 
à 4h, donc bornée inférieurement en valeur algébrique : il résulte d’un 
théorème (?) de M. Hadamard que la dérivée premiere I’ tend vers zéro. 


En appliquant de même l’équation (84) entre la valeur infinie du temps- 


et un instant quelconque de l'intervalle de troisième sorte, on limite 
encore la dérivée I’ en fonction de la valeur limite de la fonction I. 

‘ D'autre part, si I’ est borné, et si les distances aux deux autres de 
la masse m,, sont supérieures à une longueur fixe, la vitesse de 
cette masse est de même bornée. En effet, si la distance r,, est aussi 
supérieure à une longueur fixe, toutes les vitesses sont bornées immé- 
diatement par l’équation des forces vives. Supposons donc la dis- 
tance r,,=r arbitrairement petite. Dans l’expression de la dérivée I’ 
mims 


m,+m,)m 
eli hala Dag ch hs on! de era Bi Td 
M 0 m+m, ° 


e est supérieur à une longueur fixe, r est arbitrairement petit et rr’? 


est borné par l'équation des forces vives : donc 9’ est lui-méme borné. 


(1) A l'instant du maximum dans l'intervalle de deuxième sorte, ou quand le temps croit 
indéfiniment dans l'intervalle de troisième sorte considéré, la quantité 2U +4 h est négative 
ou nulle, les trois distances mutuelles sont bornées inférieurement en valeur absolue, et par 
suite ni la valeur I; ni la valeur limite de la fonction I ne peuvent être arbitrairement petites. 

(?) Dans le cas général ce théorème s’énonce comme il suit : Si une fonction y d’une 
variable x tend vers une limite finie quand x croît indéfiniment, et si la dérivée 


seconde > est bornée, la dérivée première “a tend vers zéro. La démonstration est 


bien connue, et, en s’y reportant, on voit qu’il suffit pour que le théorème soit exact | 


+ d'y . » 
que la dérivée seconde Ta soit bornée inférieurement ou bornée supérieurement. 


SS 


as 
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Comme précédemment, r et p’ étant bornés, et 9 supérieur ‘à une 
longueur fixe, la quantité E"?+ 247%? est bornée par l’équation 
S(nb!— En} 


2 


Ent £a =p" + 
2 
D'où le résultat suivant : Si {a fonction | possède une infinité de 
maxima successifs, tous bornés, ou si la fonction | tend quand le temps 
croit indéfiniment vers une limite inférieure à une quantité donnée, à tout 
instant de l’un des intervalles de deuxième ou de troisième sorte corres- 
pondants où les distances r,,, r,; sont supérieures a une longueur fire 
quelconque, la vitesse de la masse m, est bornée. 


. Limite supérieure de la vitesse d'un corps dont les distances aux deux 
autres sont supérieures à une longueur fixe, mais assez grande, quand la 
fonction 1 est supposée tantôt bornée, tantôt infiniment grande. — Mais 
le résultat précédent subsiste si dans une infinité d’intervalles de 
deuxième sorte successifs les maxima de la fonction I ne sont pas 
bornés dans leur ensemble, comme on doit l’admettre s’il existe des 
mouvements rentrant dans le troisième cas que nous avons distingué 
pour h<o (n° 14). Et le mème résultat subsiste encore si l’on consi- 
dère une infinité de mouvements aboutissant chacun à un intervalle 
de troisième sorte, si les valeurs limites de la fonction dans ces inter- 
valles ne sont pas bornées dans leur ensemble. Toutefois la longueur 
fixe à laquelle devront être supérieures deux des distances mutuelles 
ne pourra plus être quelconque, mais devra être choisie assez 
grande. 

En effet, dans l'intervalle de deuxième ou de troisième sorte consi- 
déré, envisageons l'intervalle partiel, qui pourrait être l'intervalle tout 
entier, où la fonction I est supérieure à la quantité 2m?L?, m dési- 
gnant la plus petite des trois masses et L'une longueur donnée. Tous 
if instants de l’intervalle total où deux des trois Hie eee mutuelles 
sont supérieures à la longueur L sont nécessairement compris dans 
l'intervalle partiel ainsi dt Réciproquement, à chaque instant de 
cet intervalle partiel, on peut affirmer que deux distances mutuelles 
sont supérieures, non pas à la longueur L, mais seulement à la lon- 
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ML, Or, le second membre de l'équation des forces vives 


MMs mi M3 PS MyM van 


Tie "13 Tes 


doit être positif ou nul; par suite, si L est assez grand, il faut que 
l’une des trois distances mutuelles, la plus petite et toujours la même, 
r suivant les notations du n° 3, soit telle que l'on ait 


M, M:y3 Te. | 
TL PIS NANTERRE 
Pr fe ak À? 

mL 


Il résulte que dans tout l'intervalle partiel considéré les quantités 77’, 
ys! —sy', sx! — ws’, xy’ — yx' sont bornées par l’équation des forces 
vives, et que l’équation (5) est de la forme 
I+” 

p°## 


(86) p"——M 


n désignant une quantité inférieure à 1 en valeur absolue si la lon- 


gueur La été choisie assez grande : alors o’ varie constamment dans 
le même sens. 

A l'instant du maximum de la fonction I, si l'intervalle total est de 
deuxième sorte, la dérivée I’ est nulle, et par suite o’ est borné. Dès 
lors, en multipliant l'équation (86) par 29’, et en intégrant l'équation 
obtenue à partir de l'instant du maximum de la fonction I, ou à partir 
de l'instant où ¢’ s’annule, on voit que la dérivée 9’ est bornée dans 
tout Vintervalle partiel considéré. Si l'intervalle total est de troi- 
siéme sorte, on démontre comme précédemment que la dérivée I’ tend 
vers zéro quand Je temps croît indéfiniment; il résulte que la dérivée 2’ 
finit par être bornée, et par suite qu’elle est encore bornée dans tout 
l'intervalle partiel considéré. 

Comme précédemment encore, on déduit que la quantité £? +n?+t"? 
est bornée dans tout l'intervalle partiel où la fonction | est supérieure à la 
quantité 2m?L?. 


Limite in férieure de 1 pour }°+ up? +%?> 0. — Quand les trois 
constantes des aires ne sont pas nulles, on déduit des limitations de 


OD oy, 


x 


da à 
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la vitesse obtenues dans les deux cas précédents une limite inférieure 
deja fonction I. En effet, considérons un intervalle de deuxième ou 
de troisième sorte limité par un minimum de la fonction | borné ("), 
soit inférieur à 27m?L?, L désignant la longueur précédemment déter- 
minée. Si dans cet intervalle la fonction I n’est pas bornée, dans 
l'intervalle partiel où cette fonction est supérieure à 2m*L*, r, rr 
et o’ sont bornés, et à l'instant extrême où I est égal à 2m*L*, 0 aussi 
est borné, et par suite la fonction Let la dérivée I’. En appliquant 
l'équation (84) entre cet instant extrème et l'instant ¢, du minimum I, 
de I, on obtient l’inégalité | 


D: St a M UT 
2 VI VI ? vi, 

d’où résulte comme précédemment une limite inférieure de I, dans 
l'intervalle de deuxième ou de troisieme sorte considéré. Si, au con- 
traire, pendant cet intervalle la fonction I est bornée, il suffit d’appli- 
quer la même inégalité entre l'instant du maximum ou l'instanti— +, 
et l'instant du minimum de la fonction I, pour obtenir de même une 
limite inférieure du minimum Î,. 

Donc, dans tout mouvement où les trois constantes des aires ne sont 
pas nulles, que ce mouvement comporte ou non des intervalles de 
deuxième ou de troisième sorte, on peut calculer une longueur à laquelle 
deux distances mutuelles sont à chaque instant supérieures, det=—- <x 
àt= +. Ajoutons enfin que toutes les limites obtenues sont des 
fonctions algébriques des constantes des forces vives et des aires, et 
des valeurs à un instant des deux quantités I et I’. 


CHAPITRE VI. 


DEUX THÉORÈMES RELATIFS AU PROBLÈME DES TROIS CORPS. 
90. Nous allons démontrer maintenant deux théorèmes que j'ai 
énoncés dans deux Notes aux Comptes rendus. 


RE  —  — ——— 
(4) Remarquons que les minima de la fonction I ne peuvent finir par être tous arbi- 
trairement grands, car alors cette fonction tendrait vers Vinfini avec le temps, et d'après 


- étude des n° 42 et 13 devrait au contraire finir par croître constamment. 
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Il résulte (') immédiatement de l'équation de Lagrange et Jacobi (2) p 
que, dans le problème des 2 corps quand le temps croit indéfiniment, — 
les n corps ne peuvent tendre tous l’un vers l’autre. En effet dans cette hypo- — 
thèse la fonction U tendrait vers + 9 avec t, et d’après l’équation de 


; ae er ' 
Lagrange et Jacobi la dérivée seconde 7, =m,m,r;,, et par suite la : 


/ 
oe Se “ey d . . f 
dérivée premiére eit et la fonction Zmim,r?, devraient tendre 
de même vers + 20 : ce qui est incompatible avec cette condition que « 


n(n 


— ] * = 
les ain =) distances 7;, tendent vers zéro. 


Le premier théorème est une extension de la remarque précédente. 


Tutortme A. — Dans le problème des trois corps, quand le temps croît 
indéfiniment, il est impossible que deux corps tendent l’un vers l'autre, le " 
troisième corps restant à distance des deux premiers supérieure à une 


longueur fixe (?). 


En effet employons les notations du n° 3 : la distance r,, —r tend 
vers zéro quand le temps croît indéfiniment, et les distances 7,3, 723 
et p restent supérieures à une longueur fixe. 


+ À Chr) , ar? , * , a. oe 
Calculons la dérivée seconde ==. D'après l'expression (9), l’équa- 
tion de Lagrange (2) peut s’écrire | 

mm, dr? (m, + m,)m, d'p? | 
m+m, dt al anger M ‘de’ | 
ou, puisqu'on a | 
dp? @? | / 
—£ = qe = 2SEE"+ 2Sé", 
Lal Lit se (m,+ m,)m + 
(87) io ae de ot od hee ee ee 


Dans notre hypothèse la fonction U tend vers ++, et l’expression 


SE"—— Mo! (+ " +) + aja,MSxé (= = a) 


23 if M33 ris 


(1) Cf. Bulletin astronoriique, t. XX XV, 1918, p.331, note 2. | 
(2) Carapies rendus, l. 157, 1913, p. 1400. L'hypothèse qui fait l'objet de ce théorème * : 
est voisine d’une hypothèse émise par M. Painlevé (cf. Lecons de Stockholm, p- 585)... ©: 


Se ee ANS cut anti an 
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est bornée : la quantité «+ yy + 3 est en effet inférieure ou égale 


en valeur absolue à ro, r tend vers zéro, et d'autre part les quo- 


e . I I LA 
tients ©, © tendent vers 1, et les quotients —, — sont hornés. 
ras lis ru Tr 


Je dis que la quantité E"?+ y/?+ 0? est bornée aussi (‘). En effet, 
d’après les formules (10), les trois expressions yz’ — zy’, 2a’ — x2", 
æy! — yx' sont de la forme byr; donc ces trois expressions tendent 
vers zéro, et, d’après les intégrales des aires, les trois expressions 


ne — Un', CE'— EC, En! — nt! tendent, au facteur (eat 
vers les trois constantes des aires X, x, v. Dès lors, l’équation (5) est 
de la forme 

(88) p"= 


près, 


b désignant une quantité bornée quand le temps croît indéfiniment, 
puisque le quotient = est borné. Si l’on multiplie I’équation (88) 
par 20’ et qu’on intègre l’équation obtenue par rapport à la variable £, 


… de l'instant arbitraire ¢, à l'instant ¢ (4, 4), on obtient 


fa sure Let (< = =). 
: $ Piet] Po 

b désignant de même une quantité bornée : de sorte que la dérivée p’ 
est bornée, du moins tant qu’elle ne s’annale pas. Si la dérivée p' 
s’annule à un instant, il suffit de prendre cet instant comme nouveau 
point de départ de l'intégration pour limiter la dérivée p’ dans un 
second intervalle, jusqu’à son prochain zéro. Et ainsi de suite : la 
pee oe SS SSS 

(1) Cette proposition peut être considérée comme un cas particulier de la proposition 
de M. Sundman que nous rappelons plus haut ? dans un mouvement dont les conditions 
initiales scnt données, et où les trois constantes des aires ne sont pas nulles à la fois, à 


tout instant où les distances d’un corps aux deux autres sont supérieures à une certaine 
longueur caleulable en fonction algébrique des conditions initiales, la vitesse de ce corps 


E est inférieure 4 une certaine vitesse calculable de même en fonction des conditions initiales. 


» 


ds a edema EE Lie a + pe 


Dans l'hypothèse où les trois constantes des aires sont nulles, et dont nous avons examiné 
les différents cas dans la discussion des n° 18 et 19, la vitesse d’un corps situé à des 
distances des deux autres limitées inférieurement, est de méme inférieure a une vitesse 
calculable en fonction algébrique des conditions initiales, ou bien tend vers une limite 
finie. On peut en conclure que dans l'hypothèse figurant dans l'énoncé du théorème A, la 
quantité E?+ n°?+ t'? est bornée ou finie, et la démonstration est terminée par là. En 


| fait, nous reprenons ici une partie des raisonnements de notre discussion précédente. 
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dérivée p! est bornée par une même quantité fixe dans tous les inter- 
valles successifs. Donc, dans tous les cas, la dérivée p’ est bornée 
quand le temps croit indéfiniment. De I’ identité de Lagrange on tire 
d’ailleurs l’équation SNS 
nt! — En 
EI 9/2 + C2 pt LE oat o at 

d'où résulte que la somme £/? + 7/* + ©’? est bornée. 

Dès lors, dans ’hypothése de l'énoncé, le second membre de l’équa- 


tion (87) tend vers + + ; donc la dérivée seconde a et par suite la 


dr? 
dérivée première 7 et la fonction r° tendent de même vers + ©; 


condition incompatible avec cefte condition que la distance r tend 
vers zéro. Ce qui démontre (') le théorème A. 

La démonstration précédente et le théorème A sont également 
valables, soit que dans l'hypothèse les deux masses m, et m, tendent 
vers l’autre sans se choquer, soit que ces 's deux masses se choquent une 
infinité de fois. 


(1) On peut démontrer facilementaussi le théorème A avec les notations que M. Levi-Civila 
a employées d'abord dans le problème restreint (4eta mathematica, t. 36, 1906, p. 305), 
qu'il à étendues ensuite au problème plan général (Rendiconti dei Lincei, vol. XXIV, 1915, 
passim), puis au problème des trois corps dans l’espace (4cta mathematica, t. 42, 
1918, p. gg). C'est dans l'équation 


0W 


TC ='f rea 


figurant à la page 325 du premier Mémoire cilé que l'hypothèse, dont le théorème A 
énonce l'impossibilité, fait apparaître une contradiction. En effet la fonction W(E, r, 2, C) 
contenue dans cette équation est définie comme solution de l'équation aux dérivées par- 
tielles figurant à la page 314 du même Mémôire, et, d'après les théorèmes généraux, la 
constante C étant fixée, est holomorphe au voisinage des valeurs — = 4 = o. Dans l'hypo- 
thèse de l'énoncé, où la distance r et par suite les variables 2, n tendent vers zéro quand 
le temps croît indéfiniment, cette solution ne cesse pas d'être valable pour représenter le 
mouvement, [Il est visible d'ailleurs sur l'équation aux dérivées partielles que dans le 
dés eloppement de la fonetion W suivant les puissances de £ et r, la constante C n'appa- 
rail pas TA les termes du troisième do : done au premier membre de l'équation 
PT: | ‘ ; < 

WWopiosee = devrait tendre vers zéro, tandis que le second membre eroitrait indéfiniment. 

Comme l Tr discrètement M. Levi-Civila, de ce .que les premiers termes du déve- 
loppement de — TC suivant les puissances de ~ et sont précisément. du troisième degré, 


résulte qu'au voisinage pé un choc les coordonnées ret y sont par rapport au ae des 
infiniment petits d’ordre = a 


ee nus — 


RE 
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Notre second théorème est le suivant : 


Tuéorème B. — Dans le problème des trois corps, tout choc de deux 
corps a lieu dans le plan du maximum des aires ('). 


En effet, employons les notations du n° 3, m, et m, étant les deux 
masses qui se choquent à l’instant ¢=o. Nous supposons que les 
constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, c’est-a-dire que 
le plan du maximum des aires existe, et nous prenons ce plan pour 
plan xOy : les deux premières constantes des aires sont nulles, et la 
troisième, v, est différente de zéro. 

Or, quand le temps ¢ tend vers l'instant du choc, ¢ =o, il résulte 
des formules (10) que les trois expressions ys’ — sy’, sa’ — x2", 
xy' — ya! tendent vers zéro (7). Dès lors, en substituant à toutes les 
quantités figurant dans les intégrales des aires leurs valeurs limites à 
l'instant du choc, on obtient 


. 


Nets — boo — 0; bo — En to = 0; 
(m + m,)m 
Se Coop Eos) = v, 
Dans les deux premières équations, le déterminant 6,1, — Hob, ne 
peut être nul, puisque dans la troisième v est différent de zéro; il est 
nécessaire que C, et C, soient nuls. 
Donc, à l'instant du choc, le troisième corps et par conséquent /es 
trois corps sont situés dans le plan du maximum des aires. 
D'autre part, au voisinage du choc, les trois coordonnées E, n, Csont 


1 
développables suivant les puissances de 4°, et les premiers termes du 
développement de £ par exemple sont en général 


10 
F=h&+het+ K+ Kye+ Lata ee 


K, K,, K,, ... désignant des constantes; donc /a trajectoire du troisième 
corps, ou du centre de gravité des deux premiers, est tangente à l'instant 
du choc au plan du maximum des aires. D'ailleurs il est visible dans la 


(1) J'ai énoncé ce théorème dans une Note des Comptes rendus (1. 168, 1919, p. 81). 
Comme dans tout ce qui précède, nous plaçons l'origine des coordonnées au centre de 


gravité commun. 
(2) M. Sundman a donné au voisinage du choc une limite supérieure des trois expres- 


sions considérées plus précise que la quantité 6 V7, mais qui nous est inutile ici (cf. Acta 
mathematica, t. 36, 1912, p. 124). 


on 
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p ee , d? . 
troisième des équations (3) , que la dérivée seconde ES qui ne peut 


être par rapport à l’infiniment petit principal ¢ du même ordre que la . 


fonction €, est de l’ordre de os soit 3 au moins; donc la coordonnée € 


est un infiniment petit d'ordre - > au moins. 

Enfin, si le mouvement comporte plusieurs chocs de deux corps, 
aux instants de ces chocs successifs, le moment par rapport au centre 
de gravité commun de la quantité de mouvement du troisiéme corps 
est tel à la somme des masses des deux corps qui se 
choquent. 

Ajoutons quelques corollaires au théorème précédent. 

Si dans un mouvement les trois constantes des aires sont nulles, ce 
mouvement est plan d’après le théorème de Dziobek. Si l’on prend le 
plan du mouvement comme plan xO y, à l'instant d’un choc des deux 
masses m, et m,, l'intégrale des aires se réduit à 


En'— nË = 0. 


Donc la tangente a la trajectoire du troisième corps passe au centre de 
gravilé commun et par suite au point où a lieu le choc. 

En particulier, les deux dérivées & et n’ peuvent être nulles à I ins- 
tant du choc. Alors dans le système différentiel holomorphe formé (') 
par M. Sundman au voisinage de l'instant du choc, ¢ = 0, ni les équa- 
tions, ni les conditions initiales à cet instant ne changent si l’on 
change (?) ¢ en — t. Donc, de même que les instants où les six projec- 
tions des vitesses x’, y’, 3’, £’,n’, C'Y'annulent, l'instant d’un tel choc 
possède cette propriété que les trois corps ont avant et après, à deux 
instants équidistants, la même position relative. La trajectoire du 
troisième corps présente un point d’arrét à l'instant du choc, puis 
revient sur elle-même, mais la tangente au point d'arrêt passe encore au 
point où se choquent les deux autres corps, car l'expression En”— 7” 
s’annule avec ¢. Réciproquement, si un mouvement présente un ins- 
tant où les vitesses s’annulent, ou un choc de deux corps à l'instant 
duquel la vitesse du troisième corps par rapport au centre de gravité 


SE ER AIS 24 Ee, Bs pee Tov pl cannes 
(1) Acta mathematica, t. 36, 1912, p. 128 et 140. 


() Et par conséquent, si l’on change aussi les quantités x’, y’, z', 7’, £', n!, Uy wen , 


—*" et A ie —2', —r, —t,— 7, -%, —u. 


lt = - 


Létiitishat 
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des deux premiers est nulle, les trois constantes des aires sont nulles, 
et le mouvement est plan. | 
On peut être amené à considérer enfin une suite ue où la 
distance de deux corps tend vers zéro : voici comment. Soit d’une 
façon générale à étudier quand le temps croit indéfiniment un mouve- 
ment où les trois constantes des aires ne sont pas nulles. D’après une 
proposition de M. Sundman que nous avons étudiée précédemment 
(Chap. V), à chaque instant deux distances mutuelles sont supérieures 
à une longueur fixe; à chaque instant une seule des distances mutuelles, 
qui n’est pas nécessairement toujours la même, peut être arbitraire- 
ment petite. 
, Par suite, et compte tenu du théorème A, les différentes circons- 
tances possibles au point de vue des minima des distances mutuelles, 
quand le temps croit indéfiniment, sont les suivantes : 


1° Les distances mutuelles restent toutes trois supérieures à une 
longueur fixe : tel est le cas des solutions périodiques et sans chocs, 
et des solutions asymptotiques à ces solutions périodiques; 

2° Le mouvement présente une infinité de chocs de deux corps : les 
mouvements des trois corps présentant un plan de symétrie (et non 
plans pour que les trois constantes des aires ne soient pas nulles) 
offrent un exemple de cette seconde circonstance (‘) : si la constante 
des forces vives est négative, les deux corps symétriques se choquent 
une infinité de fois, leur distance a une infinité de minima nuls. Le 
mouvement rectiligne de trois corps offre un exemple analôgue, mais 
les trois constantes des aires y sont nulles; 

3° Deux des trois corps deviennent une infinité de fois arbitrai- 


_rement voisins sans se choquer. M. Andrade a obtenu (?) cette troi- 
_ sième circonstance dans le mouvement plan d’un point matériel attiré 


en raison inverse du carré de la distance par deux points fixes. Ce 
dernier problème est une dégénérescence du problème restreint, qui 
est lui-même une dégénérescence du problème général des trois 
corps; il existe par suite des solutions de ce probleme g général qui 
présentent cette troisième circonstance ; 


are Me rt uen ee (au ob 9715177 06 gp 


(1) Cf. supra, p. 86; et Bulletin astronomique, 2° série, Mémoires, t. I, p. 
(2) Cf. Journal de L'École Polytechnique, 60° cahier, p. 55. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Mar 1922. [7 
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4° Ou enfin a priori les deux circonstances précédentes peuvent 
se présenter simultanément, ou encore les deux corps qui se choquent 
ou deviennent voisins ne sont pas toujours les mêmes. 

C’est la troisième circonstance que nous avons considérée déjà au 
n° 10, etque nous voulons de nouveau considérer ici. 

Aux instants des minima successifs et arbitrairement petits de la 
distance mutuelle r,, = 7, les trois expressions ys’ — zy’, zx! — xz/, 
ay’ — ya! sont arbitrairement petites, et d’une façon précise, selon les 
formules (10), sont en valeur absolue inférieures au produit de la 


fonction yr par une même quantité fixe pour tous les minima. Par 


suite, si l’on prend comme plan xOy le plan du maximum des aires, à 


l'instant d’un minimum, les équations des aires sont de la forme 


Co Pts) (gr tn!) = b yr, Cat Mea) (ge per) = by Vr, 


(m,+m ; , 
{rent dP by —nt')=v+byr, 
b,, b,, b, désignant trois quantités ayant en valeur absolue une même 
limite supérieure pour tous les minima successifs. On tire de ces trois 
équations les deux combinaisons 
VE + (BE + bin + BE) Vr —0, 
VE + (DE + ban! + BE) Vr =o, 


qui expriment qu'a l'instant du minimum la droite joignant le troisième 
corps et le centre de gravité des deux premiers, et d'autre part la direction 
de leurs vitesses font avec le plan du maximum des aires des angles in fé- 
rieurs à k\/r, k désignant une quantité positive fixe. 

Quand les trois constantes des aires sont nulles, et que l’on considère 
une suite de minima de l’une des distances mutuelles aux instants 
desquels les deux autres distances soient supérieures à une longueur 
fixe, l'équation des aires a aux mémes instants la forme 


En’ = nt! = Ÿ vrs 


si l'on prend le plan du mouvement pour plan «Oy; cette équation 


limite supérieurement le moment de la vitesse du troisiéme corps par 


rapport au centre de gravité commun. 5? 
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PERMUTABILITÉ DES FRACTIONS RATIONNELLES 


Par M. Gaston JULIA. . 


PREMIÈRE PARTIE. 


PROPRIÉTÉS DIVERSES DES FRACTIONS RATIONNELLES PERMUTABLES. 


INTRODUCTION. 


L. Étant donnée une fraction rationnelle quelconque Z, = R(Z) pour 
laquelle le point Z = « est un point invariant répulsif, 


a =R(a), [R'(«)|>1, 


il est connu [voir Journal de Liouville, 1890 (Sur une classe nouvelle de 
transcendantes uni formes, par H. Poixcaré)] qu’on peut toujours déter- 
miner une fonction méromorphe G(z) telle que G(o) = «, G'(o)=1, 
satisfaisant à l’équation fonctionnelle 


(1) ea G(sz)=R[G(s)] [s=R°(a)]. 

On dit que G(s) admet un théorème de multiplication rationnel. G(3) 
est la fonction méromorphe fondamentale correspondant à R(Z) et au 
point «, parce qu'on a choisi G'(o) =1. Il est clair qu'il existe une 
fonction méromorphe G(s) pour toute valeur c £0 et telle que 


niet GONE a, 
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avec 
(2) Go(sz) =R[Go(s)]- 


Il suffit de prendre 

Ga (s) = G(ez) 

pour s’en assurer; et comme la méthode des coefficients indéterminés 
appliquée a la détermination des coefficients du développement de 
G,(z) en puissances entières de z de façon que G,(z) satisfasse aux 
conditions (2), détermine tous ces coefficients à partir de « et de o, il 
est clair que G,(2) est unique pour chaque valeur de 5, la fonction R et 
le point « étant donnés fixes. La relation G,(z) = G(oz) prouve alors 
qu'il suffit d’étudier G(z). 

Ces fonctions G(z), pour lesquelles existe un théorème de multipli- 
cation rationnel, jouissent de propriétés remarquables que j'ai étudiées 
ailleurs : on peut définir dans le plan des 3 un ensemble parfait que j'ai 
appelé €, sur lequel j'ai attiré l'attention dans mes précédents Mémoires 
des Annales de l’École Normale supérieure | A. E. N. S., t. XXXVI, 
XXXVII, XXXVIII (Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions 
entières ou méromorphes)|, parce que les propriétés de cet ensemble €, 
relativement aux G(z) peuvent s'étendre à toutes les fonctions entières 
et à tous les nombres s supérieurs à 1 en module, ainsi qu’à la plus 
grande partie des fonctions méromorphes. Les fonctions particulières 
G(s) ont ainsi servi à préciser notablement le théorème de M. Picard 
relatif aux points singuliers essentiels isolés des fonctions uniformes. 


2. Une observation facile à faire est qu’il existe des classes intéres- 
santes de fonctions uniformes admettant plusieurs théorèmes distincts 
de multiplication rationnels. Par exemple, toutes les fonctions cireu- 
laires, les fonctions elliptiques. Si l’on cherche, étant données deux 
fractions rationnelles, à quelles conditions une fonction uniforme G(z) 
peut admettre deux théorèmes de multiplication correspondant à ces 
deux fractions, une condition nécessaire, la permutabilité des deux 
fractions, vient s'offrir immédiatement et il est remarquable, ainsi 
qu'on le démontrera plus loin, que cette condition est suffisante. Ainsi 
se trouve posé naturellement le problème très intéressant de la permuta- 
bilité des fractions rationnelles, et de l'étude des fonctions uni formes qui 


ne 
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admettent des théorèmes de multiplication rationnels correspondants. Dans 
le présent Mémoire, j’étudierai ce problème et je montrerai qu'il est en 
liaison étroite avec le problème de l’itération auquel j'ai consacré un 
Mémoire inséré au Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1918 
(Mémoire sur Vitération des fractions ralionnelles), pages 47 à 245, ainsi 
que plusieurs Notes des Comptes rendus de l'Académie des Sciences de 
Paris (t. 165, 166). Les résultats auxquels je suis parvenu sont suffi- 
samment simples et précis pour légitimer l’étude du problème ici posé. 
De plus, ils jettent un jour nouveau sur le problème de l'itération lui- 
même et sur des problèmes connexes relatifs aux équations fonc- 
tionnelles. A ce double titre, le problème ici posé et traité m'a paru 
intéressant. 


CHAPITRE I. 


LES FONCTIONS MÉROMORPHES AYANT. DEUX THÉORÈMES DE MULTIPLICATION 
RATIONNELS. INTRODUCTION DES SUBSTITUTIONS RATIONNELLES PERMUTABLES. 


3. Soit G(z) une fonction méromorphe satisfaisant aux deux rela- 
tions | te 


(3) cols SR ICE 
(4) G(s.z) = R:[G(z2)], 


R, et R, étant des fonctions rationnelles d’un argument et de degré 
>1('); de plus, s, 4s”, quel que soit l'entier positif ou négatif m. Je 
dirai que ces deux relations sont distinctes. La relation 


G(s} z) = RY [G(s)], 


ou Ri” est l’itérée d’ordre & de R,, n’est pas considérée comme distincte 
de (3), elle en est une conséquence. 


Si G(o) =a, ona 
Ri (a) = R:(a)— a, 


a est point invariant commun a R, et R;. On peut toujours, en considé- 


i eg Ae ee a 


(1) Si Ry, par exemple, est du premier degré, G(z) ne pourrait étre qu'une fonction 
homographique de z, cela se voit immédiatement en ramenant R,(Z) à la forme Z; = 5,2 
par une transformation homographique auxiliaire. 
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rant au besoin G(z) — « au lieu de G(s), supposer que «=a. sans 
restreindre la généralité. Alors 


R, (0) = R.(0) = O0, 
De plus, par un changement de = en sc, on peut toujours supposer que 
G’(o), supposé ici #0, est égal à 1 : 
G (o) = 0, ‘ 
G'(o)=1. 


Il est clair que les multiplicateurs s, et s, sont respectivement égaux a 
! ee dR, (Z) 1 dR, 
RO (A) et Ro) =(F? 


. L , 
4. Si, comme on le suppose, G(s) est méromorphe dans tout le 
plan, |s, | et |s, | doivent étre nécessairement >> 1. 
Démontrons-le, par exemple, pour s, : 


1° Supposons [s,| << 1 et soit z un point quelconque du plan, les 
points 3,=325,, 2: = 551, ..., 3,-= 28%, ... tendront vers zéro sen n 
grandit indéfiniment. | 

Il leur correspond dans le plan Z = G(z) des points, Z = G(s) : 


Z, = G(3i) = RN2), 
Z,=G(s,)=R,[R, (Z)] = R‘?(Z) [R®’(Z) itérée de R,(Z)], 
Z, = G(2;) = RZ ys REZ) [RY (Z) itérée 3° de R,(Z)], 


sono torse see 


et les points Z,, Z,, ..., Z, sont les conséquents successifs de Z dans 
Vitération que définit R,(Z). Si n grandit indéfiniment, G(z,) tend 
vers G(o) =o quel que soit s dans toute région à distance finie du 
plan z. Donc Z, doit tendre vers séro quel que soit Z dans la région qui 
correspond par Z = G(z) à une région à distance finie du Sat 3. ee 
si l’on choisit pour Z un point d’un cycle de la substitution 


Z,=R(Z), . 


Na wm - 
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cycle dont tous les points ne soient pas confondus avec l’origine, ses 
conséquents successifs sont en nombre fini et distincts de zéro, ils ne 
peuvent tendre vers l’origine. 

L'étude des cycles de la substitution Z, = R(Z), et spécialement des 
cycles répnlsifs a été faite dans mon Mémoire déjà cité ('). I yen a 


une infinité distincts entre eux; par conséquent on en pourra toujours 


choisir un (Z,, Z:, ..., Z,) dont aucun point ne soit valeur excep- 
tionnelle de G(3), car les valeurs exceptionnelles sont au nombre de 
deux au plus. L'existence de pareils cycles met en défaut l'hypothèse 
faite. Donc |s,| ne peut être < 1. 


-P. 
271 — x . site . 
2° Supposons s,=c 7, p et g étant deux entiers positifs premiers 
entre eux; alors = 1, par conséquent, on aurait 
G(s7:) = RY? [G(s)] = G(s). 


Quel que soit Z, non valeur exceptionnelle de G(s), on aurait 
| Z= RW (Z), 


R étant l’itérée d'ordre g de R,. Or, on sait qu'aucune itérée de R, ne 

A . . me (va » wer sé Ld 2 ’ y 
peut être identique à Z si R, nest pas du premier degré (?). L’hypo- 
thèse actuelle est donc à rejeter. 


3 Supposons s, — °°, 0 étant un nombre incommensurable. Alors 
les conséquents s,, 354 = 56% sont partout denses sur la circonférence 
de centre O qui passe par le point s, et quel que soit = à distance finte. 
Il leur correspond, par la transformation Z = G(=), des points 


Zn= G(Z) 
I RP ee lTCOCO"NENNNS ss 
(1) Voir J. de Math., 1918, p. 83 à 97. Les points Z1, Z2, ..., Zn forment un eyele 
d'ordre x ou groupe circulaire si Z: = R( Z,), ZaÆR(Z5),., Li = R(Z,). Le multipli- 


cateur s du cycle est 
s = R’(Z,).R'(Z2)..-R'(Zn)- 


Si |s|> 1, le cycle est répulsif. Si | s| <1, il est attractif. 
(2) Les degrés respectifs des itérées sont en effet di, A OS dt. st dpt le 


degré de Ry. 3 
D'ailleurs, si Ry était du premier degré, G se réduirait à une fraction rationnelle du 


premier degré, contrairement aux hypothèses faites. 


136 GASTON JULIA. 


du plan Z qui sont les conséquents successifs de Z par Z, = R,(Z) et ces 
Z, seraient denses partout sur une courbe fermée analytique corres- 
pondant au cerele | 3| = const. par Z = G(z) : ceci devrait se produire 
quel que soit Z, sauf peut-être pour les deux valeurs exceptionnelles 
possibles de G(z). Or, il suffit, ici encore, de choisir pour Z un point 
d’un cycle de R,(Z), dont l’origine ne fasse pas partie, pour mettre la 
conséquence précédente en défaut. 

La deuxième hypothèse devant être écartée, il s’ensuit que |s, | est 
nécessairement > 1. 


5. Supposant |s,| et|s,]>1, on a immédiatement la conséquence 
suivante des équations (3) et (4) : 


G(s2513) = R:[G(s13)] = R:[R;[G(:)]}, 
G(s15:2) = R,[G(s23)] = R, [R.[G(2)] ]. 


Par conséquent, quel que soit z, 
R,| R,[G(z)]] = Ri [R,[G(s)]], 


‘et, comme on peut donner à G(z) = Z toute valeur, hormis peut-être 

les deux valeurs exceptionnelles toujours possibles de G(z), il suit 

que les deux fractions rationnelles R,[R,(Z)] et R,[R.(Z)] sont 

identiques : » 
R:[Ri(Z)] = R,[R(Z)], 


ce qu'on exprime en disant que les deux fractions rationnelles R,(Z) et 
R,(Z) sont permutables ('). | : 
La permutabilité de R, et R, apparait comme une condition nécessaire 


pour que les relations (3) et (4) soieut simultanément possibles. On 
va montrer qu'elle est su ffisante. ” 


(1) On dira également alors que les deux substitutions rationnelles 
[Z|Ri(Z)} et [2] R.(Z)] 


sont permutables. Dans la suite, il nous arrivera de parler indifféremment de la permuta- 
bilité des deux fractions ou des deux substitutions rationnelles précédentes. 
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6. Supposons donc que R, et R, soient permutables et admettent 
l'origine pour point invariant répulsif commun. 

Désignons respectivement par G,(z) et G,(s) les fonctions fonda- 
mentales que définissent respectivement (3) et (4) : 


Gy (5,2) = Ri[Gi(s)], Gi(0) =o, G,(o) =1, 
-G, (523) = R[G(2)], G,(0) =0, Go) =: 
G, et G, sont définies sans ambiguité grâce à l'hypothèse [s,|et|s,| >1. 


Elles sont méromorphes. 
On a 
G, (5,5) = Ri[G(:)]- 
Formons 
| Ts) =R:[G(2)]. . 
T(z) est méromorphe comme G, (3) : 
T(o)=R,[G,(0)]=0; ['(o)—R,(0).G, (0) = 52. 
De plus, . ( 
T(s,5) = R,[G,(s1z)] =R[Ri[G:(2:)1] 


et, à cause de la permutabilité de R, et R., 
T(s,2) = Ry [Ral G.(+)]] = RiLE(s)1 5 
T(z) est donc une fonction méromorphe satisfaisant aux relations 


T(siz) =R,[T(:)], 
{( F(o) — 0, L'o}=s 


Puisque G,(z) est la fonction fondamentale de R, relative à l’origine, 
on aura 


Or 


T(z) = G, (522). 
T'(s)=R,(G,(<)], 
ce qui veut dire que G, satisfait a la deuxieme relation 
G,(s,3) = R,[G,(s)], avec G,(0) =o, G,(o) =!. 
Donc G, est aussi fonction fondame itale pour R, et 


G, = G,. 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXIX. — Mai 1922. 18 


138 GASTON JULIA. 


La permutabilité de R, et R, entraine que les fonctions fondamen- 
tales de ces deux fractions rationnelles relatives à l’origine (point 
invariant répulsif commun a R, et R,) sont /dentiques. La condition 
énoncée est donc suffisante. 


7. La démonstration précédente peut ètre légèrement modifiée. 
Conservons l'hypothèse que |s,|>1, R,(o0) =o. Alors G,(z) est par- 
faitement définie et méromorphe. Mais si, relativement à R,(Z), on 
suppose simplement que R,(o) = o avec la permutabilité de R, et R,, 
sans supposer que 

| s2]=|R(o)|>1, 
on voit facilement que le raisonnement du n° 6 peut se faire jusqu’au 
bout, et G,(z) fonction fondamentale de R, satisfait à 


Gi(5:3) =R,[G,(4)]. 


fis x! . e e 

Comme G,(z) est une fonction méromorphe, on conclut, comme au 
n° 4, que s, doit être en valeur absolue > 1. D'où cette première 
conclusion : 


St un point « du plan Z est invariant par deux substitutions permutables 
[Z|R,(Z)] et [Z| R,(Z)], et st « est répulsif pour l’une des substitutions, 
il est répulsif pour l’autre. 


Comme tout point 8 d’un cycle d'ordre p de R, est point invariant 
pour la substitution [Z|R’(Z)] itérée p°"° de R,, on peut dire plus 
généralement : 


St deux substitutions permutables (*) ont un cycle commun, ce cycle ne 
peut être répulsif pour l’une sans étre répulsif pour l’autre. 


La conclusion est vraie d’ailleurs quel que soit le nombre des rela- 
tions telles que (3) et (4) auxquelles satisfait la fonction G(s). Toutes 
les fractions rationnelles R; sont alors permutables deux à deux et 
elles admettent toutes le point & (ou le cycle considéré) comme point 
Invariant répulsif (ou cycle répulsif). 


(*) Tl faut remarquer, ce qui est d'ailleurs immédiat, que si deux substitutions R; et Re 


sont permutables, toute puissance de R téré 
’ 1 (Ou loute itérée de Ry) est permutable ; 
puissance de R3. ” ms Pie Aaa 


mT ny aa ae 


ot as 


TE": nan 
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8. On a supposé précédemment, outre la permutabilité de R, et R,, 
l'existence du point invariant répulsif « commun aux deux substitu- 
tions. La deuxième hypothèse est-elle impliquée par la première, ou 
bien constitue-t-elle une restriction à l'hypothèse de la permutabilité ; 


’ 0 . . . 
- c’est ce que nous allons maintenant voir en faisant l’étude directe des 


points invariants et des cycles des deux substitutions [Z|R,(Z)], 
[Z|R,(Z)] supposées simplement permutables entre elles. 


CHAPITRE II. 


LES POINTS DOUBLES ET LES CYCLES DE DEUX SUBSTITUTIONS. 
RATIONNELLES PERMUTABLES R,(z) er R2(3). 


9. Soit « un point double de Z,=R,(Z). Ona 
a —=R;(«). 


On peut toujours, au besoin par une transformation homographique 
préalable, supposer « à distance finie, le multiplicateur s relatif à « est 


alors bien défini 


es (a) = [A | a’ 


et comme ce multiplicateur est un invariant par toute transformation 


-homographique effectuée simultanément sur Z et Z,, il est défini dans 


tous les cas. — ; 
Considérons le point «, = R,(x). Il est visible que l’on a, puisque 


a= R,(«), ’ 
de) R, (a) =R,[Ri(«)]; 


et, à cause de la permutabilité de R, et R,, 


R.(~) = Ry [Ra(%)], 
c'est-à-dire 
oy = Ra (%)5 
a, est donc comme « un point double de [Z| R,(Z)]. Sia est point double 
de R,, tous ses conséquents dans l'ilération par R,(Z), à savoir R,(«), 
R(x), .…, Ry (a), «++» SOE aussi points doubles de R,(Z). Il y a une 


j'a 
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relation trés simple entre ie multiplicateurs de R,(Z) relatifs à tous 
ces points doubles. 
Effectivement on a 


R(Z)=R,[R2(Z)] = R.[B,(Z)], 
a0 = RD = R,[R4(Z)]-R3 (Z) = Ry [Ri (Z)].Rj (2), 
et pour Z = a, il vient R 2(a) = = a, ef 


Ri(æ).Ri(a)= Ry (a). Ri(2), 
car « = R,(«). 

Par conséquent : 1° ou bien R,(x) est nul, auquel cas «, = R,(«) 
serait un point critique pour la fonction algébrique inverse de la fonc- 
tion rationnelle-Z, = R,(Z) [on peut désigner par R>'’(Z) cette fonc- 
tion inverse] (voir le n° 11 du présent Mémoire); 2° ou bien 
Ri («,) = Ri (a), c'est-à-dire que a et «, sont deux points doubles de R, 
pour lesquels R, a le méme multiplicateur. Tous les conséquents RY (a) 
sont alors également des points doubles de R, avec méme multiplicateur 
que x. Ils seront simultanément répulsifs, attractifs ou indifférents, 
selon que le multiplicateur sera > 1, <1 ou =1 en module. 

La conclusion précédente se vérifie en particulier si l’on choisit 
R,(Z) = RŸ(Z), c’est-à-dire si la substitution [Z|R,(Z)] est la puis- 
sance #ïème de la substitution [Z|R, (Z)], [RŸ(Z) itérée kiè®e de R, (Z)]. 
Car évidemment toute puissance de [Z|R,(Z)] est permutable 
à [Z|R,(Z)] et « point double de [Z|R,(Z)] est aussi point double 
de [Z|R"(Z)]. 


10. Les ener précédentes ont des conséquences diverses. De 
chaque point double « de R, résultent R 2(%), Ry" (%); +» Ra 
qui sont aussi points doubles de R,. Or R, n'a qu’un FAR de lade 
doubles au plus égal à d, + 1, d étant son degré. La suite 


a CR (ay Rah CORTE) 


ne comporte donc qu’ un nombre £d,+1 de points distincts. Il existe 
donc deux nombres z et j tous deux <d, + 1 pour lesquels 


RY (a) = = Ri (a). 


nee ar 


relia laggy cals in ho Sie tte! atthe mans = 


ne al ~ 
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? ‘ Ce 
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D'où il résulte que le conséquent d'ordre i de a, Ry’ (x) est un point 
double pour R?(Z) ou, si l’on veut, fait partie d’un cycle d'ordre 
J<d,+1 de la substitution R,(Z). | 

Le cycle d'ordre j considéré pour R, sera formé des points 


RP (a), RY (a), ..., RE (a), 
tous points doubles de R,, d’où ce théorème : 
Tout point double de [Z|R,(Z)] itéré indéfiniment par R,(Z) donne 


naissance, à partir d’un certain rang, à un cycle de [Z|R,(Z)] composé 
de points doubles de R,. 


‘Tout cycle de [Z|R,(Z)] est composé de points doubles d’une cer- 
taine puissance de la substitution [Z|R,(Z)], à savoir de [Z| R\°(Z)], 
et R,(Z) permutable à R,(Z) l’est aussi à toute puissance RŸ(Z). Donc 
tout point d’un cycle d'ordre k de[Z|R,(Z)], were indéfiniment par R,(Z), 
donne naissance, à partir d'un certain rang, à un cycle de [Z|R,(2)] 
composé de points de cycles d'ordre £k de [Z|R,(Z)]. 


{1. Il reste à voir dans tous les cas que les conséquents d’un point 


‘double « de [Z|R,(Z)] dans l’itération par R,(Z) sont toujours des 


points doubles de [Z|R,(Z)] de méme nature que a, c’est-à-dire répul- 
sifs, attractifs ou indifférents en même témps que «. Cela a été 
démontré lorsque R,(x) # 0. Supposons maintenant R,(«) =o. Ona 
comme précédemment, Z étant voisin de a, 


a) = LR (DIE RL R(Z)}-By (2) = BAER, (ITR (D, 
d’où suit 
Ri [R.(Z)] _ R[Ri(Z)1 | 
Ri (Z) R, (Z) | 
Par hypothèse, R,(x) — 0; donc, si Z tend vers «, le deuxième 
membre se présente sous la forme 2. Mais la règle de l'Hôpital prouve 
que, si R;(æ) 0, le deuxième membre a même limite que 


Ri, (2) 
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c'est-à-dire R!(x). Par conséquent, R;[R,(Z)] a toujours une limite 
lorsque Z tend vers @ et cette limite Ri [a,] est égale à [R,(a)F. 
Si R'(x) = 0, R!(x) 0, la limite de R,[R,(Z)] serait 


Ri (a) = [Ri (a), «3 
e de R4(Z) =e 
RY (%) =Ri(a) =... [|= ie (SF Rie: 


on aurait 


si 


Ri, (a) = CR, (x) Jr. 


Ceci prouve que si « est répulsif pour R,, [R\(«)]>1, alors 
[Ri (a,)]>1 et a, est aussi répulsif pour R,; de même si « est 
attractif ou indifférent pour R,, «; l’est aussi. 

Tout point double [Z|R,(Z)], itéré indéfiniment par R,, donne nais- 
sance à des points doubles de R,; et ces points sont, pour R,, de même 
nature que le point initial. 

Tout cycle d’ordre p de [Z|R,(Z)], itéré par R,, donne naissance 
à des cycles d'ordre <p de [Z|R,(Z)] et ces cycles sont pour R, de 
méme nature que le cycle initial. 

Si tous les points doubles de R, sont & muluplicateurs distincts et si 
aucun d’eux n’annule R’, chacun d’eux sera, d’après le 2° du n° 9, un 
point double de R,; et, dans tous les cas, la substitution [Z| R,(Z)] ne 
pourra qu’échanger entre eux des points doubles de [Z|R, (Z)] de 
même multiplicateur, à moins qu’en un de ces points doubles Rj, s’an- 
nule, auquel cas on vient de voir ci-dessus quelle est la correspon- 
dance entre les multiplicateurs des points doubles qui se correspon- 
dront par [Z| R,(Z)]. 


12. Étude des cycles répulsifs. — La transformation [Z|R,(Z)], 
supposée permutable à [Z[R,(Z)], respecte les trois classes de cycles 
ou points doubles de R,: cycles répulsifs, cycles attractifs, cycles 
indifférents. A cause de la réciprocité, il en est de mème de R, vis-à-vis 
des cycles de R,. Ceci a d'importantes conséquences. — 

Partons d’un point d'un cycle répulsif de R, [c’est un point double 


répulsif de RY] et itérons-le indéfiniment par R,, nous obtenons des 


. a ah k) L , . . ‘ . 
points doubles de RŸ tous répulsifs et nous arrivons à un point d’un 
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eyele de R, d’après le n° 10, c'est-à-dire à un point double de RY pour 

une certaine valeur de 2. Il existe donc un point double commun aux 

deux substitutions permutables rn” el Re et ce point double est répulsif 
(h) . a ip : ; 

pour RK” ; donc il est aussi répulsif pour RY (n° 7). Le cycle de R; auquel 


on aboutit en itérant indéfiniment par R, un cycle répulsif de R, est un 


cycle répulsif pour Ry. 


13. L'ensemble des points des cycles répulsifs de R,(Z) a été 
appelé E dans mon Mémoire sur l’itération des fractions rationnelles 
(J. de Math., t. VIII, 1918, p. 83). Son dérivé E’ est un ensemble par- 
fait qui joue un role très important dans l'étude de Vitération de la 
fraction R,(Z) en délimitant les diverses régions de convergence de 


cette itération. J’appellerai ici Ey, l’ensemble des points des cycles 


Po 


id 


|S 
a eee) 


ay 


in 


_ bles dérivés seront respectivement E,, et E,.. 


répulsifs de R,(Z) et E,, l’ensemble analogue pour R,(Z). Les ensem- 

Partant d’un point de E,, et l’itérant indéfiniment par R,, on obtient 
toujours des points de E,, et l'on arrive à des points formant cycle 
dans R, et appartenant à E,,. Tout point de E,, est donc l’antécédent 
d'ordre À par RO” d’un certain point de E,,; or c’est une propriété 


de Ej, dérivé de E,,, de contenir E,, ainsi que tous les antécédents et 


les conséquents par R, des points de E,, comme de E,,. Tout point 
de Ex, appartient donc à En. Or tout point de Ex, est limite de points 


_de Ey, qui sont des points de Er. En, étant parfait, tout point de Es, 


appartient à E,,. La réciproque est immédiate, car il y a réciprocité 
parfaite entre R,(Z) et R,(Z). Les deux ensembles parfaits Es, et Er, 
relan fs à deux substitutions permutables R, et R,, sont donc toujours 


identiques. 


14. On pourrait se demander si l’ensemble E, est identique à E,.. 


On va voir par un exemple que cela n'est pas toujours vrai. Considé- 
‘rons en effet les deux substitutions suivantes : 


1° R,(Z) sera le polynome qui exprime Z, = sin3s en fonction 
de Z= sins; 
2° R,(Z) sera le polynome qui exprime Z,=sinds en fonction 


de Z=sin3. 


10* 
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La permutabilité est évidente, R,[R,(Z)] et R,[R,(Z)] sont iden- 
tiques au polynome qui exprime Z, = sin15z en fonction de Z = sinz. 
Un cycle d'ordre p de R, s’obtient par l’une ou l’autre des deux 
relations Ye 


Ses aknr 

3P3=" 3 + 247 ou 2= 37 
5 k y Rees 

3?s—=—s4+ 1+ 2kT ou Sera 


Un cycle d'ordre p de R, s’obtient de même par 


RET x oe, ea UAB HT, 
s= 3, ou ay Tr i 
Avec ‘ 
Zp—sin3’z, Z—sinz, 
ona 
aZ, 3p cosôrz 
az cos s 
: 2kT 
et, pour un points = 3; —> on a 
T+ 2kn 
pour 2'=' ss ona 
“is uae 3P. 


Wat D 


Donc les cycles obtenus précédemment sont tous répulsifs. 
Or prenons p = 2, on obtient pour R, le cycle suivant : 


_— 
a 


27 T 5m 25 T 


— = —; = —) Sy = 
24 12 Fe ' 


(modar} Poc5y 


ce qui donne le cycle d’ordre 2 répulsif de R, 


Considérons le point Z=sin~ dans R,, il a pour conséquents 


| 


oa mt 
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par R, 
APTE = enon MT 3T 
Z = sin — = sin — =sin- Z.—= sin — 
Da A A s Z° Z,= sin we 
OT AT 3T 
Z = sing = sin > =Z . Z=sins —=/. 
3 4 4 1) 4 4 2 


En général, 
Zi = Zep+t et Li Lip. 


[5/2 BEN ° wT 9, 6 = pi i] ree Le? e bs Re 
7s sin — n'appartient donc pas à un cyc'e répulsif deR,, mais il est 


T 


; 0 
Z qui forme avec sin—- un 


antécédent par R;' du point Z,<= sin i 


cycle d’ordre 2 de R,. 


( 


. , , . = . T ‘ 4 
Voici donc l’exemple d’un point Z = sin— qui, appartenant 4 En 


n'appartient pas à En, mais est bien l ’antécédent dans l’ieration par KR, 
d’un point de E,,. Ceci correspond bien au fait démontré dans les 
n° 10, 14, 12, rappelé au n° 13, que tout point de E,, indéfiniment 
itéré par R, conduit toujours à un point de E,. 


15. Remarquons ici que l’étude faite aux n° 9-13 prouve, sinon que 
les substitutions R, et R,, supposées permutables, ont un point double 
répulsif commun, du moins que deux puissances convenables RY 
et R de ces substitutions en ont toujours un, c’est-à-dire que R, et R, 
ont toujours en commun des points appartenant a des cycles répulsifs 
pour R, et R,. On voit ainsi que, des deux hypothéses faites au Chapitre 
précédent sur R, et R,, la seconde, celle de l’existence d’un point 
double répulsif commun, ne restreint pas sensiblement la généralité 
de la première (permutabilité ) en remplaçant au besoin R, et R, par 
deux puissances convenables R et RY qui sont aussi permutables. 
Il nous arrivera par la suite, pour établir certaines propriétés de R, et Ki, 
qui se conservent lorsqu'on remplace R, et R, par deux puissances quel- 
conques RŸ’et R4, de supposer a priort que R, et R, ontun point double 
répulsif commun et de considérer la fonction méromorphe G(z) qui 
satisfait aux deux théorèmes de multiplication correspondants; la 
généralité de la démonstration ne sera pas atteinte par l'hypothèse 
particulière ci-dessus. — 
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II sera utile pour la suite de résumer ce qui précède en disant : 

Tout point de E,, a un certain conséquent par R, dans E,, et tous 
les conséquents suivants, qui sont en nombre fini, y sont aussi. De 
mème, tout point de E,, a un certain conséquent par R, dans K,.. 

Tout point de E,,: ou bien appartient à E,,, ou bien est un anté- 
cédent [par RS] d'un point de E,,. Même remarque pour E,.. 

Il y aurait là plusieurs questions à préciser : 1° sur les points com- 
muns à E,, et E,; 2° pour savoir s’il suffit d’une même substitution 
R®(X> 0) appliquée à tout l’ensemble E,, pour n’obtenir que des 
points de E,,, etc. Ces questions sont secondaires pour le but que 
nous nous proposons. Aussi nous les laissons provisoirement de côté. 


16. Etude des cycles attractifs. — Partant d’un point « qui est point 
double attractif de R,, «=R,(a), |Ri(«)|<1, et Pitérant indéfini- 
ment par R,, on obtient des points R,(«), RŸ (x), ... qui sont tous 
points doubles attractifs de R,. Comme ces points sont en nombre 
fini, on finira par trouver un cycle de 7 points RY (x), RS" (x), ..., 
R;-°(x) tous différents, mais tels cependant que R{*” (x) = R,’(«); 
ces y points formeront un cycle d’ordre 7 pour R,. On va mon- 
trer que ce ne peut être qu’un cycle attractif pour R, dès l'instant que 
tous les points dont il se compose sont des points doubles attractifs 
de R,. Considérons un des points RY («) appartenant au cycle 
d'ordre 7 de Ry; par exemple, x; =R(«). C'est un point double 
attractif pour R,(Z) et un point double pour R?(Z). Il faut montrer 
que c'est un point double attractif de Rj. Or ce point étant attractif 
pour R, est, ainsi que je l’ai montré dans mon Mémoire du Journal 
de Mathématiques (n° 19 et 28), isolé parmi les points des cycles 
de R,, c’est-à-dire que a, est à une distance non nulle de tout point de 
l'ensemble parfait E relatif à R,, %; est intérieur à l’une des régions 
en lesquelles Ey divise le plan, car en vertu de l'existence de «;, 
attractif pour R,, Ej, n’est nulle part superficiel (J. de Math., n° Le 
Or ky et Ky sont identiques, done a, étant situé à distance non nulle 
de E. qui est l'ensemble parfait caractéristique de R, comme de qe 
ne peut ètre pour RY’ qu'un point altractif où un centre, cette dernière 
expression ayant été expliquée dans mon Mémoire du Journal de 
Mathématiques (n° 117). 


| 
| 
| 
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J'ai énoncé dans une Note des Comptes rendus (t. 168, 20 janv. 1914, 
p. 147) l'impossibilité pour une fraction rationnelle d’avoir de centres. 
Mais je vais montrer ici directement l'impossibilité pour à; d’être un 
point double attractif pour R, et un centre pour Ry’ si ces deux substi- 
tutions sont permutables. En effet, dans mon Mémoire du Journal de 
Mathématiques, 1918, au n° 117, j'ai montré qu'un point double 
de R(Z) ne pouvait être un centre que si ia région du plan limitée 
à l’ensemble E, qui correspond à Ret contenant O’ ainsi que toutes 
ses antécédentes ne contenait aucun point critique des fonctions 
R'-(Z) inverses des itérées de R(Z). Or, dans le domaine immédiat 
de «;, point double attractif de R,(Z), il y a certainement au moins un 
point critique de R{°(Z); on verra par la suite (*) que l’ensemble des 
points critiques des RE (Z)(£= 1,2, ..., ©) est identique à l'en- 
semble des points critiques des R[?(Z) (1 = 1, 2, .., ©). Par consé- 
quent, le. domaine immédiat de «; contient ici un point critique au 
moins d’une fonction R5°(Z). «; ne peut dès lors être un centre 
pour R(Z). C’est donc un point attractif pour R/(Z). On peut rai- 
sonner autrement : «;, point attractif de R,, est point limite des consé- 
quents successifs par R, d’un point critique de R;'(Z), points qui 
sont respectivement des points critiques de R"(Z), AN VAr CES 
R:#(Z), .... Les points critiques des Ro“ (2) étant identiques à ceux 
des RŸ(Z), a; serait limite de points critiques des RS? (2), c'est-à-dire 
que les conséquents successifs par R, des points critiques de Ry ' (Z) 
auraient «; pour point limite. Ceci est impossible pour un centre qui, 
étant entouré de courbes analytiques qui se conserveraient de facon 
biunivoque par la transformation [Z| RP (Z)] ne pourrait jamais être 
point limite des conséquents d’un point du plan. 


17. Cycles indifférents. — 1] est donc acquis que l’itération indéfinie 
par R, (permutable à R,) d'un point double attractif (ou d’un cycle 
attractif) de R, conduit à un cycle attractif de R,. On en conelut que, 


tout cycle indifférent de R, (eile dont le multiplicateur s est de la 
es Ip 
271 — . . API O , 2 
formes=e ‘,petg entiers premicrs entre er itéré indéfiniment 
LT EE EG SP SE ESS 


(4) N° 20 du présent Mémoire. 


148 GASTON JULIA. 


par R,, conduira encore a un cycle indifférent de R,, car un cycle 
indifférent de R, a tous ses points dans E,,, par conséquent dans E,,, 
et tous ses conséquents pour R, seront dans E,,, le cycle de R, auquel 
on parviendra sera dans E,, : ce ne pourra être qu’un cycle répulsif ou 
indifférent (car les cycles attractifs et les centres sont extérieurs à E,,) 
et il ne peut être répulsif pour R, sans l’être pour R,; l'hypothèse 
étant que le cycle initial est indifférent pour R,, tous les conséquents 
appartiennent à des cycles indifférents de R, : ce cycle auquel on 
aboutit étant indifférent pour R, le sera aussi pour R,. 


18. Notons le résultat essentiel des considérations précédentes. 
R,(Z) ne peut avoir un point double ou un cycle attractif ou indif- 
férent sans que R,(Z) ait aussi un cycle attractif ou indifférent com- 
posé de points doubles attractifs ou indifférents ou de points de cycles 
attractifs ou indifférents de R, : en deux mots, st R,(Z) a un point 
double ou un cycle attractif ou indifférent, R®(Z) et RŸ(Z), & et étant 
des entiers positifs convenables, auront un point double ‘attractif ou 
indifférent commun. Mais on sait qu'une substitution rationnelle peut 
n’avoir ni point double ni cycle attractif : c’est le cas de la substitution 
qu’on obtient en exprimant Z,—p(zu), en fonction rationnelle 
de Z = p(u), p(u) étant la fonction elliptique classique. L'hypothèse 
actuelle peut donc, a priori, être considérée comme particulière 
(même remarque pour les cycles indifférents). Alors qu’au contraire 
on sait que toute substitution rationnelle a une infinité de cycles répul- 
sifs : on pouvait donc, sans hypothèse autre que la permutabilité, 
affirmer que R‘?(Z) et RY’(Z) pour £ et 7 entiers positifs convenables 
ont toujours un point double répulsif commun. 

Nous ferons plus loin l'étude des solutions fondamentales des équa- 
tions de Schroeder, etc., relatives à deux substitutions rationnelles 
permutables ayant un point double commun attractif ou indifférent, 
comme nous avons au Chapitre I étudié les fonctions méromorphes 
fondamentales relatives à un point répulsif commun. Avant d’entre- 
prendre cette étude nous allons étudier les points critiques des fonc- 


tions algébriques R°*(Z) et R£?(Z), fonctions inverses des itérées | 


successives de deux substitutions rationnelles permutables R, 
a 1 ÇE 


> pds 


bise : - 


Pe EE. 0 11 
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CHAPITRE Ill. 


LES POINTS CRITIQUES DES FONCTIONS INVERSES DES ITÉRÉES 
© ‘ 
DE DEUX FRACTIONS RATIONNELLES PERMUTABLES. 


19. On a vu précédemment que si deux substitutions rationnelles 


_R,etR, sont permutables, il existe deux puissances entières positives 
R” et RY de ces substitutions, qui ont en commun un point double 


répulsif. 

Remarquons que les points critiques de la fonction Rj, "(Z) inverse 
de R\”(Z) sont les points critiques de RŸ°(Z) et leurs conséquents 
d'ordre 1, 2, ..., (n —1) ou bien, si l’on veut, ce sont les consé- 
quents d'ordre 1, 2, ..., 7 des points du plan où R'(Z) —o. 
L'ensemble des points critiques des R/"(Z) (n—1,2,...,) se 
compose donc de tous les conséquents successifs des points du plan 
où R:(Z) =o. Mais considérons la fonction R#(Z), l'ensemble des 
points critiques des [R{?(Z)|— se compose des points critiques 
de R#(Z) et de leurs conséquents de tout ordre dans litération 
par RŸ(Z), on obtient ainsi : 


1° Les points critiques de R&"(Z) et leurs conséquents par R, 
jusqu’à l’ordre (4 — 1); | 

2° Les conséquents successifs de tous les points du 1° dans l'itéra- 
tion par RŸ. | à 


Il est clair qu’on obtient ainsi les points critiques de R;"(Z) et 
leurs conséquents de tout ordre par R,. 

Donc : l’ensemble des points critiques des RL) (RE 2,0) 
est identique à celui des points critiques des AZ) (l= 1, 2... ,'00) en 
posant &, = RY (Z) quel que soit Venter positif fixe k. 

Sans changer l'ensemble des points critiques des _ 


REM(Z) (1,2, ©), 


on peut remplacer R,(Z) par une itérée quelconque RO we Res 
On fera de méme pour R,, on la remplacera par RS A: 
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On est donc ramené au probléme suivant : 

K,(Z) et A,(Z) étant deux fractions rationnelles permutables, ayant 
un point double répulsif commun o, y a-t-il une relation simple 
entre les points critiques des &;"(Z) (n—1,2,..., co) et ceux 
des a°"(Z) (n=, 2, v.50). 


20. La réponse est très simple : l'ensemble des points critiques 
des 2" (ZL) (N=1, 2, «++, 2) est identique à celui des points critiques 
des &; "(Z). 

ll n’y a, pour s’en assurer, qu’à considérer la fonction méromorphe 
fondamentale G(z) relative au point double o. Elle satisfait aux deux 
relations 


(5) ~ G(s,z) = R,[G(s)], 
(6) G(s,5) =A&,[G(s)], 


s, et s, étant les multiplicateurs de A, et A, relatifs à o. 

Considérons un point Z où “'(Z) = 0, et qui ne soit pas une valeur 
exceptionnelle de G(z): les cas où G(s) a des valeurs exceptionnelles 
sont connus et particuliers. 


1° G(z) a deux valeurs exceptionnelles si &, peut se ramener par 
homographie à la forme Z, = Z™ (k entier positif). Mais alors G(z) se 
réduit à la fonction exponentielle. D’ailleurs le problème de la permu- 
tabilité est ici résolu très simplement ('). Les seules fractions per- 


(1) I. Cherchons les fractions permutables à Z, = Z4 (k22) (sik =1, toute fraction 
est salisfaisante ). 


1° Si la fraction est holomorphe à l'origine, nous la développerons en série entière 
en Z, 
Ra(Z) = a+ a,Z + ay Z?+... 1 
et l'on devra avoir 
Ra(Z*) = [R:(Z)}F, 


to + a, Zk + a, 22k, = [ao + az + a,7?+.. JF. 
Si a 0, il faut ay= as. Égalant les termes en Z, ..., Z#-1, on a a —0, puis 
@, = 0, ... et R doit se réduire à a tel que «#1 = 1. : 
Si Ri(Z) =anZ" +... (an 7 0), on aura 


R2(Z) = Z" [an + An+12 +.. rl | 


ice mu" 


EE A 


NÈ 
tu 
x 
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mutables à Z** sont du type AZ* (A constante convenable et J entier 
quelconque). 


2° G(z) a une valeur exceptionnelle, si R, peut se ramener par 


homographie à un polynome ('). Dans ce cas G(z) devient une 


et à 
Zrk[ar+ an+12#+...] = Znk[as + anr12Z +. .]f 


donnera encore a‘-! — 1 et tous les coefficients suivants = o. 


Si la fraction R: est holomorphe à l’origine, elle se réduit à AZ”, n entier arbitraire 
positif et AX-1 = 


2° Si la fraction admet o pour pôle d'ordre n, on aura 


P2(2) 


Zn 


R2(Z) = 


> 


P, holomorphe à l'origine 
Po =ant+aZ+... (4 40). 
La condition de permutabilité est 


P2(Z*) _ [P:(2)W 


qk Zn ou P2(Z4) = [P2(Z)]*. 


Donc, d’après 1°, 
Re(Z) = AZ", AGN exh 


Les seules fractions permutables à Z, = Z* (#2 2) sont les fractions banales Z: = AZ, 
À entier positif arbitraire A*—! = 1. 


Sik 0 L=—#, L= 77; 


fractions cherchées. On est ramené au cas précédent où l'exposant est positif; on 
retrouve 


alors litérée Z{2 = Z4" devra être permutable aux 


Zi= Re(Z) = AZ avec A*-t=1. 


(2) Montrons que si A, est un polynome, Re, permutable à Ay, est nécessairement un 
polynome, sauf le cas banal étudié dans la note 1 (I). 

Soit a; les pôles distincts de R, (à distance finie), l'ensemble des antécédents de l'infini 
par toutes les branches de AT? se réduit au point a l'infini, et l'ensemble des antécédents 
(à distance finie) de ces points par toutes les branches de RÇ 1? se compose des ai. Cela veut 
dire que l’ensemble des antécédents de l'infini par toutes les branches de [ Ai [R2(Z)] de se 
compose des a;. Cel ensemble doit être identique a l'ensemble des antécédents de l'infini 
par toutes les branches de [RofRa(Z)] I? qu'on obtient en prenant d'abord tous les 
antécédents de l'infini par AY", ce qui donne les a;, puis lous les antécédents des a; 
par Aj-1)(Z). Les antécédents des a; par toutes les branches de AT" (Z) doivent 
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fonction entière et l’on choisira pour Z une valeur distincte de celle 
qui annule &(Z), &, (Z), .…, R7"(Z) (si a est d'ordre d) tout en 
satisfaisant à Z = A, (Z), car cette valeur sera envoyée à l'infini par la 
transformation qui change &, en un polynome et constitue, par consé- 
quent, une valeur exceptionnelle de G(z). 

Done, hors ces deux cas, Z n’est pas valeur exceptionnelle de G(z). 
Soit s une racine de Z = G(z), on a, au point s,3, 


s{G'(s, 3) = K,[G(s)] @'(z) = AR, (Z) G(s). 


Donc G'(s,z) = 0 et, par conséquent, Z, = G(s,:) est un point cri- 
tique algébrique de l’inverse de G(z)*que je désigne par s =T'(Z). 


redonner les a;. Or, deux a; dislinets ont toujours des antécédents distincts. Done les 
antécédents des a; par les AÇ1(Z) sont en nombre supérieur ou égal au nombre 
des a; et ils ne peuvent être identiques aux @; que s'ils sont en nombre égal, et pour cela 
il faut que chaque a; ait tous ses antécédents, par toutes les branches de A‘{-!)(Z) 
confondus en un seul point. Or, la fonction inverse d’un polynome [A{-')(Z)] ne peut 
avoir toutes ses branches égales qu’en un point au plus a distance finie du plan. Et si ce 
point est a; et si toutes les AT 1)(a,) sont égales à a, on doit avoir 


; dé 
fula=a, Rise Aloe ee, [tu], =o, 


. di étant le degré de Ay, toutes les dérivées jusqu’à l'ordre (d; — 1) de &, doivent être 
nulles au point a. A, est alors de la forme 


Z,=Ai(Z)= a+ A(Z— a), 


A étant une constante arbitraire. ' 
" Ry ne peut avoir d’autre pôle à distance finie que a, encore faut-il que les anté- 
cédents a de a; par A>! soient confondus avec a, c'est-à-dire que a = &. Alors R: 
est de la forme 

Z—a=A(Z—a}h, 


et en amenant l'origine au point a, Ay se ramène à la forme canonique 
Z=Zk  (k>0). 


Donc, sauf pour les polynomes A, qui se ramènent à Z, = Zé par homographie, 
lesquels sont permutables a toute fraction 


RX, = AZ (A= ty By. oye) 


il est impossible que Az, permutable à À;, ait des pôles à distance finie, Ag est donc 
nécessairement un polynome. 


t 
¥ 
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Mais 
Z,= G(s,5) =, [G(z)] = A,(Z) 


est un point critique de oP) et tout point critique de &;'(Z) est 


conséquent d’un point Z où 8! (Z) = o. 


On voit donc que, à tout point critique Z, de A" (Z) correspond une 


valeur z, telle que 
G(41)=Z,, G'(z,) =0, + 


Z, est un point critique algébrique pour une branche de '(Z) fonction 
inverse de G(z). 

Réciproquement, soit Z, un point critique algébrique d'une branche 
de I'(s), il existe donc un point z, du plan z tel que Z, = G(z,) et tel 
que G’(3,) = o. A cause de 


s,6'(51) — 8, |@(=) Ja(2), 


on voit que : 1° ou bien 3 annule G’(z); 2° ou bien Z=6(2) 

annule 8° (Z). 
Si c’est la première éventualité qui se produit on recommencera 

pour . le raisonnement fait pour z, et l’on finira par arriver à 


un sx qui n’annule plus G’(z), et pour - Hé ‘est l'éventualité 2° qui se : 
produit. 
Si cette deuxième éventualité se produit pour n=1, Z= G(2) 
1 


annule R'(Z). : 
On voit donc que l’antécédent Z de Z, dans l’itération Z, =A (Z) 
annulant &°(Z), Z, sera un point critique de ART" (Z). 


Tr | 
Ga) =6'(2)=...=6(g4)=0 avec c'(3) 


on verra, par le même raisonnement, que Z, est point critique 


de 8-"(Z) ('). 


(*) D'une façon précise, les points ee de RG! (2) correspondent aux Z, = G(z1), 
pour lesquels 


G'(z1)=0, &(:) A 0. 
sy 


_ Les points critiques de RO™(Z), qui ne sont critiques pour aucune des AS*)(Z) (k <n), 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Mai 1922. .20 
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Il y a donc identité entre l'ensemble des points critiques des AT" (2) 
(n=1, 2,..., 2%) et l'ensemble des points du plan Z qui sont CRITIQUES 
ALGEBRIQUES pour une branche au moins de la fonction 3 = T(Z) inverse 
de Z=G(s). 

Il est dès lors évident, G(z) vérifiant à la fois les deux relations 
(5) et (6), que l’ensemble des points critiques des 


RO” (ZL) tt Py ee m) 
est identique a celui des points critiques des 


REZ) CR tas - hs ie 


21. La propriété précédente se vérifie sur les exemples eed ne de 
fractions permutables : 


1° Considérons les deux fractions qui expriment Z,= sin3s 
et Z, = sin5s en fonction de Z = sins. 
Les itérées d’ordre n expriment Z\” = sin3"s et Zy" = sin5"z en 


fonction de Z = sins. 


dz" cos3"z 
Les zéros de 1 = 3” 
d?, coss 


s obtiennent par 3"3, = #7 + =. 


correspondent aux Z, = G(z»), pour lesquels 


iy pee ! Zn Pes U 3 (2 
rife.) — 0, G (=) = 0, TE G (=) = O, G (=) F 0. 


Il faut no!er que, de toute racine 3, de G’(z) = o pour laquelle a (= a) Z 0 et à laquelle 


correspond Z, = G(:1) point critique algébrique de T(Z) et de RÇ1)(Z), part une 
série de nombres 2151, 315?, ..., tous racines de G’(z) = 0 à cause de 


G' (2181) = Ry [G(21)] G(s) 


(pourvu, toutefois, qu'aucun de ces points z,s{ ne donne pour G une valeur qui soit 
pôle de R;, et, par conséquent, de R'). Toutes les valeurs Z441 = G(z,s%) sont les 
conséquents successifs de 2, =G(21) dans l'itération par R,(Z). Elles constituent, 
comme on sait, les points critiques respectifs de A-?)(Z), RÇS(Z), ..., Rr KHZ), 
Zx étant point critique pour ate? et toutes les A‘-/)(Z) pein 2 hj mais ne l’étant 
point pour 7 <k. N'oublions pas qu’aucune des valeurs de Z, ne doit être pôle de Rj, 
ce qu'on obtiendra en faisant une transformation homographique. du plan de la variable Z, 
os à l'infini un point distinct de tous les conséquents des points critiques 
e Aq" (Z). 


a ns — 
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Ona 


kn + = 
Ls = sin Tex 
pour la première et 
KT + = 
Z, = sin — 
H Lu 


pour la deuxième. 


Les points critiques de Z[Z‘"’] sont alors 


: é T 
sin 3° 20 — sin (kr + =) — +1 
2 


et ceux de Z{Z!] sont 


sin 53, = sin (kr + ) ashe 


Les Z~” et les Z5" ont les mémes points critiques. 


> Ilest clair, si R(Z) est une fraction rationnelle quelconque, que 
son itérée R, = R”(Z), quel que soit l’entier positif #, lui est permu- 
table. - 

On a vu précédemment (n° 19), que les R(Z) (n—=1,2,...,©) 
ont, dans leur ensemble, les mêmes points critiques que 


RE (Z) W=r, 20: Bs 


et ceci corrobore bien le théorème général. 


29. On pourrait se poser la question suivante : R, e¢ R, étant deux 
fractions permutables, l’ensemble des zéros des dérivées 


(n) (4) 
Lis et pue (tosh; dy 27 0) 
des itérées de R, et R, est-il le méme? Cet ensemble, pour R,, par 


exemple, comprend les zéros de a et tous leurs antécédents 


successifs dans l’itération par R,. Si l’on prend R, = Ri”, les zéros 


ae . 
de gi ont les zéros de a etleursantécédents d’ordre1,2,..-, (k—1)3 


——- § 


les antécédents de ces points dans l’itération par R# seront donc tous 


hot 
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les zéros de asi et tous leurs antécédents successifs dans l'itération 
par R,. Donc, dans ce cas particulier, les dérivées des itérées de R, 
et R, auraient dans leur ensemble les mêmes zéros. Mais un exemple 
simple prouve que ce phénomène n'est pas général à tous les couples — 


de fonctions rationnelles permutables. 


Prenons 
Z =sinz, 
Z,= R,(Z) =sin3z 
et 
Z =sinz, 
alors | 
dR® _,,cos3"z ACL 
dB: a cosz $ CLR 7 coss 
. ‘ 4 Tr ' ; dr” 
La première équation donne 3": = kn + — et les zéros Z des —7- 


sont les points 


| kn+ = 
Z= sin ET -e 
(a) 
Les zéros des ae sont les _ 
kr +2 
fs Gt “ 
Z Zion 


Ces deux espèces de points sont essentiellement distinctes. 
D'ailleurs, la considération des deux relations 


G(s.z) =R,[G(2)], 
G(s.) =R,[G(s)] 


ai dk 
prouve que les zéros de —7— sont les valeurs de 


Z=G(:z), [G'(z) 0], 


auxquelles correspondent des z tels que G’(zs") =o. Pour avoir 
ces 3, il suffira de considérer tous les z,, zéros de G(s) pour 


ne af on < . 


md gr 


Ed 
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lesquels G’ (=) #0, les z cherchés seront tous les 7 Ch By ss) 
are dR . By \ ips ; 
et les zéros de —7- seront les points G (3) (i, n variables). 
En prenant, par exemple, le zéro z, de G(s) le plus voisin de 
l’origine, ni 2 ni rs ne seront zéros de G'(s), et, par conséquent, 
dR | dRY 
HLNE aE 
s, ets, étant distincts, les deux suites 7 et a(n =I, 2,...,90) ne sont 


les G (3) et G (3) seront respectivement des zéros de 
1 2 


as identiques. 
a i dR) dRY 


a Ot aa (R = 1,2,...,%) ne sont 


Donc, les ensembles de zéros de 


pas, en général, identiques. 


22 bis. On peut préciser ce qui précède. Soit Z, un zéro de R,(Z). 


A cause de 

R,[R.(Z)] =R.[R,(Z)], 
d’où 
R’, [R,(Z)] RS (Z) = R[R,(Z)] Ri (2). 


On voit que R'(Z,) = o entraine 


R (Zo) = 0 
ou bien 
Ri [Re(Zo)] = 0. 


Ou bien Z, annulera aussi R',(Z), ou bien R,(Z,) annulera Ri (Z). 

Continuons le même raisonnement : ou bien R,(Z, ) annulera R,(Z), 
ou bien R'?(Z,) annulera encore R,(Z). 

En continuant ainsi, on voit que l’on n'a que deux hypothèses a 
choisir : 1° ou bien un conséquent R#(Z,) annule R’,(Z); 2° ou bien 
tous les conséquents R!(Z,) (n = 1, 2, +++» ©) annulent Rj (Z). 

Or R!(Z) n’a qu'un nombre fini de zéros <2(d,—1),d, degré de R,. 
Tl faudra donc qu’il existe un indice £ et un indices 

[iSa(d,—1), fS2(4—1)] 
tels que ET 
: RY (Zo) = RY*? (Zo) 


les points RY (Zo), R (2), Le RF") (2) (et tous les conséquents 
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suivants) formant un cycle d’ordre 7 de R;, uniquement composé de 


zéros de R' qui n’annulent pas R,. dee 
1 


L , dR ; ‘ 
Donc : 1° ou bien Z,, zéro de Tr annule 7 [car c’est cela 


qu’exprime le fait que RY’(Z,) annule R,(Z)]; 2° ou bien Z,, dans 
l’itération par R,, donne naissance à un cycle de R, dont tous les 
points sont zéros de R', mais non zéros de R,.. 

Ce qu’on vient de dire d’un zéro de R', on peut le dire d’un zéro 

(x) . , . oe. ¢ 
quelconque de a » quel que soit l’entier positif 4, car R, est permu- 
: (4) ; 

table à RŸ. Tout zéro d’une dérivée = ou bien annule une 


FL ARC . . ane hangar $ 
dérivée —7-> ou bien donne naissance, dans l'itération par R,, à un 


cycle de R, dont tous les points, n’annulant aucune 


au 


A. n—=1; 2, + oo), 
k A i ey ae 
sont tous des zéros de la dérivée 7 considérée. 
: aR 
Les points de l'ensemble des séros de —7- (n=1,2,...,%) qu 
5 . ‘ aR” 
n'appartiennent pas à l'ensemble des zéros des (=, 2... œ) 


sont ou bien des points appartenant à des cycles de R, ou bien des anté- 
cédents (dans l'itération par R,) de cycles de Ry. 


CHAPITRE IV. 


RETOUR SUR L'ÉTUDE DES CYCLES DE DEUX SUBSTITUTIONS PERMUTABLES. 
ÉTUDE PLUS PRÉCISE DES CYCLES ATTRACTIFS. 


23. Partant d’un point « qui était point double de [Z|R,(Z)], ou 
qui faisait partie d’un cycle de [Z|R,(Z)], et l'itérant indéfiniment 
par [Z|R,(Z)], on n’a obtenu qu’un nombre limité de points, tous 
points doubles ou points de cycles de [Z|R,(Z)], pour aboutir finale- 


ment à un cycle de [Z|R,(Z)]. Tout point d’un cycle de R, est antécé- 


dent, dans l’itération par R,, d'un cycle de R,. 
Est-il toujours conséquent d’un cycle de R, ? La question est impor- 


| 
| 
| 
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tante, parce que tout point conséquent d’un cycle de R,, dans l'itéra- 
tion par R,, fait lui-même partie du cycle de R, considéré. Si elle 
était résolue par l’affirmative, tout point faisant partie d'un cycle 
de R, ferait partie d’un cycle de R, et réciproquement. Or, nous avons 
donné l’exemple (n° 14) d’un couple de substitutions permutables où 
un point d’un cycle de R, n’appartenait à aucun cycle de R,, tout en 
étant cependant antécédent, dans l’itération par R,, d'un cycle de R,. 
La question n’est donc pas toujours résolue par Vaffirmative. 1 est 
cependant remarquable qu’elle se résolve par l’affirmative pour les 
points faisant partie de cycles attractifs ou indifférents de R,, en sorte 
qu’on a le théorème suivant : 


* L'ensemble des points (en nombre fini) composant les cycles attractifs 


(ou indifférents) d’une substitution R,(Z) rationnelle est le même que 
pour toute substitution rationnelle R,(Z) permutable à R, (Z). 


Tout repose sur le fait que l'ensemble considéré ne compte qu'un 
nombre fini de points. J'ai montré, dans mon Mémoire du Journal de 


. Mathématiques, n° 34, que le nombre des cycles attractifs ou indiffe- 


rents est fini, et dans une Note des Comptes rendus, citée plus haut, 
qu'il n’y a pas de centres. | 

Le nombre des points qu'ils comptent est alors fini (voir aussi 
Farou, Bulletin Soc. math. de France, t. XLVIII, p. 66-69). 


94. Partons d’un point double « de [Z|R,(Z)] et prenons tous ses 
antécédents dans Vitération par [Z|R,(Z)] : ce sont des points, en 
nombre d, (degré de R,) au plus, qu'on peut désigner par REY Ge). 
Appliquons a tous ces points la transformation [Z|R,(Z)], on obtient. 
un ensemble de points R,[R{"(«)], et si a ces points R,[R;"(x)] on 


applique [Z|R,(Z)]. on obtient 


Re[Ri[ BS? (@)]] = Bs [ RES”) A Rue) = 9; 


à cause de la permutabilité de R, et R,, et du fait que « est point 
double de [Z|R,(Z)]. Les points RS" (a) soumis à [Z|R,(Z)], puis 
à [Z|R,(Z)], donnent «, cela prouve que les points R,[R, (a) 


| appartiennent au groupe des RS" (a). Partant d’un point a. du groupe 


11% 
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des Ry (x), et ti appliquant successivement la substitution R, et 
toutes ses puissances, on n’obtiendra qu’un nombre limité (£d,) de 
points tous compris parmi les RD Fae il existera donc deux nombres 
tet 7 tels que o£i£d,, i+jSd,, J20, pour lesquels 


RiP (a4) = RY? (ar). 


Les points R®(a_,), RY? (a_,), ..., RY (a_,), tous antécédents 
d’ordre 1 de « par [Z|RS'(Z)], Bi: un cycle de R,. 
Parmi les antécédents d’ordre 1 de tout point double de 
antécédents pris avec toutes les branches de [Z|R, "(Z)] He pa 
table à R,) figure un cycle d'ordre <d, de[Z|R,(Z)] (d, degré de R,). 
Rapprochant le résultat actuel d’un résultat obtenu précédem- 


ment (n° 9), on voit que tout ‘point double de [Z|R,(Z)] @ parmi ses: 


antécédents d'ordre 1 dans l’itération par R,(Z) un cycle de[Z|R,(Z)] 
et pour conséquents de tout ordre, dans I’ iteration par R, pilin , des points 
doubles de {Z|R,(Z)]. 
Le même raisonnement peut se faire sur les antécédents d’ ordre 2 
de « pris avec toutes les branches de R;° (2), en nombre d; au plus. 
On verra que ces points R;*(x) sont transformés ‘par [ZIR, (Z)] 


en tout ou partie d'eux-mêmes, on en conclut, comme plus haut, qu'il 


existe un cycle de [Z|R,(Z)] d'ordre £d} parmi les antécédents 
d'ordre 2 de «. 

25. Mais il importe de préciser davantage : 

Reprenons les R; (x). A moins que a ne fasse partie d'un cycle 
de [Z|R,(a«)] ils sont tous distincts de x. Si un R,[R>"(«)] 
était identique : à a, c'est-à-dire si 


R[RS(a)]= a, 
on aurait 
| Rs [Ri [R51 ()]] = Ry (a), 
et, a cause de la permutabilité 
Ri [RL RE (æ)]] = Re (a). 


R[REU(&)] =a. 


Or 


\ 
4 
} 
7 | 
. 
J 
t 
\ 
a 


onde 


ee eae 
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Il viendrait donc - ù 
R,(a) = R,(¢), 


et, comme R,(«) = «, on aurait 
a=R,(a). 


Donc les R,[R>"'(«)] sont tous distincts de «, à moins que « ne soit 
point double de [Z|R,(Z)]. Le cycle Ri} [RS "(a)], RAP [RE (a)], 
RYT? [RY («)], considéré plus haut, est formé de points distincts de à, 
st l’on suppose « non point double de [Z|R,(Z)]. 

Toujours dans la même hypothèse, les R;*’(x) seront distincts 
des R5 '(x) et de «, car si un point RS? (x) était aussi un RS '’(«), en 
lui appliquant d’abord [Z|R,(Z)] on tomberait sur « [puisque c’est 
un R; '(x)], et en lui appliquant ensuite [Z|R,(Z)], on aurait encore « 
[puisque c’est un R{*(«)]; on aurait donc a == R,(«), « serait point 
double de [Z|R,(Z)], ce qu’on ne suppose pas. On verra alors que, 
parmi les R5*’(x) tous distincts des R5 (x) et de « figure un cycle 
de [ZIR;(Z)] d'ordre <a}, et ce cycle est évidemment distinct du | 
cycle de [Z|R,(Z)] précédemment relevé parmi les R;"(«). 

Donc, en continuant ainsi, et à condition que l’on suppose x non 
point double de[Z|R,(Z)] et n'appartenant à aucun cycle de[Z|R,(Z)], 
on voit que l’on trouve parmi les antécédents de a, de chaque ordre n, 
pris avec toutes les branches de R;"(Z), c’est-à-dire parmi les R, " (x), 
un cycle de [Z|R,(Z)] d'ordre Sd}. | 

Tous ces cycles sont différents et n'ont deux à deux aucun point 
commun. On déduit d’ailleurs, du n° 11, que ces cycles sont tous pour 
[Z|R,(Z)] de méme nature que le point «; car en considérant, par 
exemple, un point 9 du cycle d'ordre ASd, qui figure parmi 
les RS?(a), 9 sera point double de R}'et «a —R,(8) sera point 
double de R, et de R”, le n° {1 prouve que pour R? les deux points 
doubles 0 et «—R,(0) seront de mème espèce et même, d’après 
le n° 9, si Ri(0)o, 0 et « auraient, dans [Z|R®(Z)], même 
multiplicateur s* = [R,(«)]* (‘). L'essentiel est que tous les cycles 


(1) Si RZ Ao aux points du-cycle de [Z|Ri(Z)], d'ordre À qui figure parmi 
les R-!)(x), le cycle en question aura pour multiplicateur [Ri («)]\. Ceci suppose x 
non critique pour R$ ')(Z). 
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obtenus précédemment soient pour [Z|R,(Z)] de même nature que le 
point double « de [Z|R,(Z)] considéré. | 


96. Si « est répulsif, le résultat précédent ne contredit aucun des 
résultats que l'étude de l’itération de la fraction rationnelle [Z|R, (Z)] 
peut fournir. On sait qu'il y a, pour toute fraction rationnelle R,, une 
infinité de cycles répulsifs distincts formant l’ensemble que j'ai 
appelé E,,, dont le dérivé Es, parfait a joué un si grand rôle dans l’'ité- 
ration de R,. 

Au contraire, si « est attractif ou indifférent pour [Z|R,(Z)], 


c’est-à-dire si |B. («)|<1, l'hypothèse que « ne soit pas point double - 


ou point d’un cycle de [Z|R,(Z)] conduit à une contradiction. Car 
parmi les RS" (x) (mn =1, 2, ..., 20) existeraient une infinité de cycles 
distincts de [Z|R,(Z)], tous attractifs ou tous indifferents. Or il est 
connu que le nombre des points doubles ou cycles attractifs ou indif- 

férents est fini (voir n° 23). 
= Donc tout point double de [Z|R,(Z)]| attractif ou indifférent est aussi 
point double de [Z|R®(Z)] et de méme nature que pour R,, c’est-à-dire 
attractif ou indifférent (voir n° 16 et 17) pour une valeur entière positive 
convenable de i. L 

Tout point double de [Z|RŸ(Z)] attractif ou indifférent sera aussi 
point double de [Z|R{?(Z)] pour / entier convenable dès que # est 
donné, puisque Ry’ est permutable à toute puissance R#(Z) de la 
substitution [Z| R*(Z)]. 


Conc.usion. — L’ensemble des points du plan en nombre fini qui consti- 
tuent les points doubles et les cycles attractifs de [Z|R,(Z)] est identique 
à l’ensemble analogue pour toute substitution rationnelle [Z| R,(Z)] per- 
mutable à la substitution rationnelle considérée. 

L'ensemble des points du plan en nombre fini qui constituent les 
points doubles et les cycles indifférenis de [Z|R,(Z)] est identique à 
l'ensemble analogue pour toute substitution rationnelle permutable à la 
substitution considérée. 


L'exactitude de cette proposition se vérifie sur les exemples clas- 
siques 
( Z =sinz, 2 ze Sins, 
| Z,= sin3z, Z;,=sin5s, 


es mn 


me 
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où un seul point double attractif, le point Z =; 
Z,=RY¥(s), Zp = RY(Z), 


R(Z) itérée quelconque de R,(Z), deux itérées quelconques d’une 
même substitution sont permutables et ont les mêmes points doubles 
ou cycles attractifs (ou indifférents) que la substitution originelle. 


_ 97. En définitive, on vient de reconnaître, dans les Chapitres II, 


III et IV, que deux substitutions rationnelles permutables [Z|R,(Z)]| 
et [Z|R,(Z)] présentent les caractères suivants : 


.1° Leurs itérées Ri? et RY (4, /=1,2,..., ©) admettent des 
fonctions inverses qui, dans leur ensemble, ont les mêmes points 
critiques ; 

2° Les cycles attractifs et les indifférents sont les mêmes pour 
R, et R, ; 

3° Les ensembles parfaits Es, et E,, sont les mêmes pour R, et R,. 


Ces trois propriétés prouvent que l’itération de R, et de R, présente 
les mêmes circonstances essentielles. Les régions de convergence du plan 
sont les mêmes, à cause de l'identité de Ey, et de E,,. Dans la distribu- 
tion des fonctions limites pour les deux suites 


, B62), REZ yee... LR (2); 
et. 
RAD OR UL EE RM oR OUR. re 
les cycles attractifs de R, et R, jouent un rôle prépondérant que j'ai 
étudié dans mon Mémoire du Journal de Mathématiques (n° 27 etsuiv.) 
et ce sont les mêmes pour les deux fractions. 

Enfin la distribution des points critiques des 


REA (Z) (k's: fy Os dep yh) 


a dominé tout le problème de l’itération de [Z| R,(Z)], comme on peut 
le voir dans le Mémoire ci-dessus : Resterait à chercher si l’itération 
de R, et celle de R, conduit toujours a des constantes ou fonctions 
limites identiques, en dehors des cycles attractifs ou indifférents. 
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CHAPITRE V. 


ÉTUDE DES SOLUTIONS FONDAMENTALES DES EQUATIONS DE SCHROEDER, 
D’ABEL, ... RELATIVES A UN POINT DOUBLE ATTRACTIF (ou INDIFFERENT ) 
COMMUN A DEUX SUBSTITUTIONS PERMUTABLES. 


28. On va établir ici des propriétés analogues a celles qu'on a 


établies au Chapitre I. 

Si a est un point double attractif de [Z[R,(Z)]], il l’est aussi 
pour [Z[R{° (Z)] | (4 entier positif convenable). Pour ce qui va suivre, 
on peut, sans restreindre la généralité, supposer 4 = 1. Deux cas sont 
à distinguer : ou bien le multiplicateur s, = Ri («) n’est pas nul, ou 
bien il est nul. 


29. Supposons d'abord s = R,(x) 0, « est alors intérieur à un 
domaine ©, du plan Z, d’un seul tenant, dont la frontière est tout ou 
partie de l’ensemble parfait E,,; ®, s'appelle « domaine immédiat de 
convergence vers a », parce que tout point intérieur à @, a des consé- 
quents qui tendent régulièrement vers « (voir J. de Math., 1918, 
p- 125, n° 27 et suiv. ). “On peut toujours supposer que le point à l’in- 
fini n’est pas intérieur à ©,, par exemple en envoyant à l'infini dans le 
plan Z de l’itération un point de l’ensemble E’ par une transformation 
homographique préalable, si cela est nécessaire. Alors, si l’on consi- 
dère l’équation dite de Schroeder, 


F[R,(Z)]=s:F(Z), 


M. Kœnigs a démontré l’existencé d'une fonction F(Z), holomorphe 
autour de a, satisfaisant à l'équation précédente et telle que 


F(x) = 0, F'(a}=+r; 


nous l’appellerons « solution fondamentale de l'équation de Schroeder 


pour le point « », F(Z) est la limite de _— dans un petit cercle 


entourant x, et comme la suite des R”(Z) converge uniformément vers « 


Van di Tri 
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| : RE (Z)— œ | 
dans ®,, on conclut facilement que les ES convergent unifor- 
à 1 


mément dans tout domaine intérieur à ©, vers une fonction F(Z) 
holomorphe dans tout Da et satisfaisant dans tout @, à l’équation de 
Schroeder (‘). 


Si d’ailleurs, développant R(Z) par la formule 
Z,— «= Ri (a)(Z—a) + 4,(Z—a)*+ 


on cherche à déterminer, par la méthode des coefficients indéterminés, 
le développement en série de la solution fondamentale F(Z) 


F(Z) =F(a) +(Z—a) +4,(Z—a)*+ 
; =ZL—a+i),(Z—a)?+ 

a cause de ) 

F(a)=0, F'(a)= 1, 


on sera conduit pour la détermination de À,, A;, ... à des équations 
linéaires qui détermineront de façon unique ,A,, à partir de 
F(a) =o, F’(a) = 1. La solution fondamentale est unique. 

Toutes les solutions (holomorphes dans ®,) pour l'équation de 
Schroeder sont C[F(2)}, C constante qpécenqur et £ entier Repair 
quelconque. 


30. Si s,—R;(x) —0o, on a encore, comme précédemment, un 


| domaine immédiat de convergence Da Vers 4, limite à E,, mais l’équa- 


tion de Schroeder dégénère. On la remplace par’ équation de Bôttcher. 


Si l’on a 
R(Z)=ap(Z—a)?+... (ap), 


as | de R, étant la première qui ne s’annule 
aL? Z=0 


pas pour Z=a, on peut prouver l’existence d’une fonction ®(Z), 


la p°"° dérivée. | 


_ holomorphe dans @,, telle encore que 


D(x) —0o el ®'(a)=1 


(1) Pour toutes les propriétés de la solution fondamentale de l'équation de Schroeder, 
propriélés d’ailleurs toutes correspondantes à des propriétés de Vitération de R;(Z), — 


on peut voir par exemple Fatou, Bull. Soc. math., t. XLVIIT, p. 257 et suiv. 
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et satisfaisant à l'équation de Bôttcher 


@[R,(Z)] = ap[®(Z)); 


c’est la solution fondamentale. 
D'ailleurs, si l’on cherche encore à déterminer les coefficients » du 


développement 
D(Z)=(Z—-a)+p(Z—a)} +... 


par la méthode des coefficients indéterminés, on est conduit à des 
équations linéaires qui déterminent ,, p,, ... sans ambiguité. La solu- 
tion fondamentale est unique. 

Toutes les solutions pour lesquelles 


®(a)=0, ®'(a) Ao 
sont données par la formule 


w P(Z) avec Pi 1, 


Toutes les solutions holomorphes pour lesquelles 


®(a«)=0, ®'(a) =0, St DS-U (x) = 0, DS (a) Xo 
sont données par la formule 
À he As[®(Z)F 
à condition de prendre 
AR = ast, 


Pour le voir, on remarque d'abord que A,[®(Z)]* est une solution de 
l'équation de Bôttcher pour laquelle ®'(«) 4 o à condition que 


det = aS, 

\ 
D'ailleurs toute solution commençant par À,(Z — a) est parfaitement 
déterminée par son premier coefficient À,, ainsi que le montre la 
méthode des coefficients indéterminés. Donc toute solution holo- 
morphe de l’équation de Bôttcher, se déduira de la solution fondamen- 
_ tale par la formule 


PL) = As[@(Z)]}5 (S entier >0), 


a ee 


. 2 BON is 
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a condition que 


AR 1— ape: 


31. Prenons un point double « commun a R,(Z) et R,(Z), attractif 
pour R, et à multiplicateur 5,0. On pent pour la simplicité des cal- 
_ culs, supposer « = 0; alors 


Z,=—R,(Z)=5,4+ a,42+..., 
Z,= R,(Z) =... + 6,Z9+ b94,274' +... MUR = 1). 


Je vais montrer que st R, et R, sont permutables, q est nécessaire- 
ment =1. 


En effet, supposonsg >1, ona 
R,[ R.(Z)] = R.[ R,(Z) J. 
Développant les deux membres il vient 


CO EP Oe Let! +. F) a Gh 20 DENT ee 
= 6, (82+ a,0?+...)9+ by + aE... ote. 


L'identification des termes en Z? donne 
Si D byst, 


b, étant #0 et |s,| 1, cela nest possible que si q =1. 
Done si s,=R,(«) #0, 5, = Ri (a) est aussi - 0, nécessairement. 


32. Considérons la solution fondamentale F,(Z) de l’équation de 


Schroeder pour R, et « 
F,[Ri(Z)]=s, Fi (Z). 


On a nécessairement, par le procédé utilisé au Chapitre I, 
F, [Ri[R2(Z) J] = 5, F,[R,(Z)]. 
Je pose 
F,[Ro(Z)] = F(Z); 


c’est une fonction holomorphe dans @,. De plus, si l’on a 


F,(Z)=Z2+4,77+... 
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on aura 
F,(Z) =F,{R.(Z)] = 2+ b:2+..., 
puisque 
R,(Z) = 512 +... (5/90). 
Or 


F[RCR:(2)1] = Fi[R:CR:(2)1], 
à cause de la permutabilité, ou encore 
F, [R:CR:(2)]] =F,[R,(Z)]. 


F,[R,(Z)] =5,F.(Z). 


On a donc 


F,(Z) est une fonction holomorphe dans @,, nulle en « dont le déve- 


loppement en Z (ou Z — a) commence par s,Z; c’est une solution de — 


l’équation de Schroeder. D’ailleurs s,F,(Z) possède les mémes pro- 
priétés; c’est une solution de l’équation de Schroeder, holomorphe 


dans ©, dont le développement en série débute pars, Z. Or, la méthode « 
des coefficients indéterminés appliquée à l’équation de Schroeder — 


montre que toute solution holomorphe est déterminée par le coche 
cient du terme en Z. Il en résulte que 


F,(Z) =s,F,(Z), 


c'est-à-dire que 
F,[R,(Z)]=s,F,(Z). 


Les deux équations de Schreder relatives a R, et R, (permutables) et — 


au point double attractif commun « ont la méme solution fondamen- 
tale. 


33. Supposons maintenant que s,= Ri(a) =o. Alors, la permutabi- 
lité de R,(Z) et R,(Z) exige que s,= Ri («), soit =o. Car sis, £o, la 
conclusion du n° 31 est que s, serait  o. 

Soient alors 


A,=K,(Z) = apr +... (@,%0; p>1;q>1), 
42=Ky(Z) = bg A9+... (6,34 0) 


les développements de R, et R, autour de & = o. Ecrivons 


Ri[Ry(Z)] =Ry[R,(Z)] 
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et identifions les termes en Z?? des deux membres; on a la condi- 


tion 
= fea, —4 
br = a} 


Soit alors ®,(Z) la solution fondamentale de l'équation de Béttcher 
pour R, | 
®,[Ri(Z)]=ap[%(Z)]?  Bi(o)—o, @ (0) =1). 


On aura encore en posant 


— ®,(Z) = ®,[R,(Z)], 
®,[R,[Ri(Z)]] = P,[R;(2)] 


et; remplaçant Z par R,(Z) dans la précédente équation de Bôttcher, 
®,[Ri(Z)] = ap[(Z) 7. 


®,(Z) est une solution de l’équation de Bôttcher pour R, et a, dont 
le développement est 


®,(Z) = ®,[R.(Z)]=45,27+.... 
D’après la conclusion du n° 30, il faudra donc que l’on ait 
Dai A 


condition qui est réalisée puisque R, et R, sont permutables, et il est 
clair alors (n° 30) que l’on a, ®, étant la solution fondamentale de 
l’équation de Bôttcher, 


®,(Z) = bg[®,(Z) ]4 
et, à cause de la définition de ®,, 


©,[Ry(Z)] = b9[%,(Z)}*. 


Les solutions fondamentales, relatives a x, des équations de Bôticher 
pour les deux substitutions permutables R, et R, sont identiques. 


34. Conczusion. — Si deux substitutions permutables R, et R, ont un 


_ point double attractif « commun : 


D homes DRE) 


1° Si le multiplicateur de l’une pour ce point double n’est pas nul, celui 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Juin 192. 22 
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de L'autre ne l’est pas non plus, et les équations de Schræder relatives aux 
deux fractions R,(Z) et R,(Z) et au point « ont les mémes solutions ; 

2° Si l’un des deux multiplicateurs est nul, l’autre l’est aussi, et les 
équations de Bôticher relatives aux deux fractions permutables et au 
point « ont les mêmes solutions. 


35. Dans l’un ou l’autre des deux cas précédents, supposons que le 
point double attractif commun à R, et R, soit à l'origine, et désignons 
par @, le domaine immédiat de convergence vers l’origine, commun 
à l’itération de R, et R,. L’une ou l’autre des relations de Schroeder 
et de Bôttcher, suivant le cas, prouve que la solution fondamentale F(Z), 
développable autour de l’origine, par 


F(Z)=Z+a2+ 


n’admet comme zéro dans un petit cercle y entourant l’origine que !e 
point O lui-même, et zéro simple. D’ailleurs, si Z, est un zéro de F(Z), 
R(Z,) le sera aussi et tous les conséquents de Z,. Il en sera de même 
de tous les antécédents de Z, intérieurs à ®,. Donc tous les antéeé- 
dents de l’origine, intérieurs à @,, dans l’itération que définit R, ou R, 
seront des zéros de F(Z) qui satisfait aux deux équations de Schrœder 


de R, etdeR,.Inversement pour tout zéro Z, de F(Z), intérieur à@,, tout 


conséquent R°°(Z,) étant encore un zéro de F(Z), et, pour m assez 
grand, intérieur à y, ilest clair que R{"(Z,) sera = o. Il ya identité entre 
les zéros de F(Z) et les antécédents de tout ordre du point attractif 
commun O, intérieurs au domaine immédiat de ce point attractif, 
antécédents pris par les Ri” ou les R“? (4,l=1, 2, ..., 0). 

SR, et R, permutables ont un point double attractif commun a, l’en- 
semble des antécédents de tout ordre de ce point, en se bornant aux anté- 
cédents intérieurs au domaine immédiat de convergence ®, vers a, est le 
même pour R, et pour R,. Ces antécédents ont pour points limites tous 
les points frontière de @,. 


: 36. Soit maintenant « un point double rent commun aR, etR, 
fractions permutables. A cause des nombreux cas particuliers en 
lesquels ce cas peut se subdiviser, je me bornerai ici au cas le plus 
simple, auquel iis se ramener les autres. 


… 


EL 
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On supposera que « étant à l’origine, le multiplicateur 
Si = Ri (a) = + I 
et que le développement de R,(Z) s'écrit 


| ; Z,— Ry(Z) =Z2+a,2'?+.... 
Écrivons alors 


L=R(2)=S2Z+b,2 +... (8) =1)- 
La condition de permutabilité 
R,[R,(Z)] = R:[R(2)] 


donne 
(SZ+ b,2+...)+ai(SZ + b,2?+...)? +... 


=8§(Z+a,272+...)+6,(Z+a,2?+...?+..-- 


L’égalité des termes en Z? fournit 


b, + a,S?= Sa,+ b,, 
a,(S?— S) = a,S(S—1)=0. 


Par conséquent, ou bien a, = 0, ou bien S = 1. 
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De même si l’on suppose Z,=Z+4,Z?-+... (p> 2), on a encore 


en égalant lés termes en Z? dans l'identité suivante : 


(SZ + b,2? +...) + a,(SZ+ ba +...) +... 
=S(Z+a,L+...)+ b,(Z+ apLZP+...)?+..--, 


be ap SP= Sap + bp ou encore ap S(SP-1— 1) = 0. 


Done, si a,— 0, il faut SP" = 1. 
Nous n’examinerons ici que le cas où R, (Z) s'écrit 


Z,=2+ 4,7?+-... (a,40), 


Ri(a)=1, Ri(x) 0; 


c’est-à-dire 


alors pour R, il faudra nécessairement 


S=1, Ria) =!. 
Si l’on écrit, 
Dyn TL + Ogu. DP I+... (q¢20, bg#:7- 0) 
12 
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en écrivant l'identité des termes en Z*** dans R,[R, ]=R,[R.], on 
obtient 


Ag+s + Og42(9 + 2)a:+ byxs = bg+s + 243042 + 9433 
donc 
ga: Dy+2 = oO 


et, à cause de a, £ 0, by. 0, on a nécessairement 


q=0. 
Si donc | 
Ki (a)=1, Ri (a) Ho, 
alors nécessairement 
R,(«) =1, Ry (a) Ao. 


37. Dans ces conditions, les circonstances de l’itération de 
Z; — Z + a,Z* + 


prouvent que le domaine immédiat de convergence ®, vers l’origine 
admet l’origine pour frontière; O est un point de E,, ; en ce point, Ex, 
pénètre en point: dans le domaine @,, c’est-à-dire que, sauf une demi- 
droite bien déterminée par a, (') et issuc de O, sur toute autre demi- 
droite issue de O on peut trouver un petit segment limité d’un côté 
par O et dont tous les points intérieurs ont des conséquents successifs 
qui tendent régulièrement vers l’origine : ce segment est intérieur 
à ®,. Parmi les domaines en lesquels l’ensemble E,, divise le plan, il 
n’en existe qu’un ayant une pointe rentrante en O comme D etc'est®, 
lui-même. 
Considérons alors l’itération de R, : 


L=2+0,2+..., 


l'ensemble E, est identique à E, ; parmi les régions en lesquelles Eg, 
divise le plan, il en est une et une seule présentant une pointe ren- 
trante en O, et c'est @,. Or, le domaine immédiat de convergence 
vers O, dans l'itération de R,, doit avoir une pointe rentrante en 0, 
C'est donc @, lui-même. Les domaines de convergence vers le point 
gr D RS Me Te ee fie. CS 


(1) Voir /. de Math., 1918, p. 223, n°* 104 et suiv. 


4 
3 
4 
| 


esp nay, yy Be = — 
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double sont donc identiques pour R, et R,. Ceci oblige le rapport 22 a 
être réel et positif. Eh; 8 


38. Dans ces conditions, un mème changement de variable linéaire 
sur Z,Z, = R,(Z), etZ, —R,(Z), enverra le point double à l'infini et 
donnera pour Z, et Z, des développements de la forme 


À À 
L=2+au+7 + 7% Sed, 
Dy Lat 4 + 


a, et a, étant réels et positifs. 

Désignons alors par ©, le domaine immédiat de convergence vers 
l'infini. Il contient un domaine D qui s’étend à l'infini vers la droite 
(axe réel positif) et limité vers la gauche par deux demi-droites 
convenables, issues d’un point de l’axe réel, symétriques par rapport 
à axe réel et faisant avec la partie négative de cet axe un angle € 


d’ailleurs arbitrairement petit. 
On démontre (') l'existence dans @. d’une fonction, holomorphe 
dans ®., y satisfaisant à l'équation fonctionnelle d’Abel 


F[R,(2)]=F(Z) + 

et admettant, ainsi que sa dérivée, les expressions asymptotiques 
F(Z) =Z+0(L|Z)), 
F(Z) =1+ 0 (7): 


[o(L|Z|)] étant infiniment grand d’ordre inférieur à L|Z| et o (z) 
. infiniment petit d’ordre <3 ces expressions asymptotiques étant 
valables dans tout domaine intérieur à D et borné à gauche par une 
droite (d’ailleurs quelconque) parallèle à l'axe imaginaire. Toute 


(2) Voir Farou, Bull. Soc. math., t. XLVI, n™ 8 et 9, p. 192 et suiv., et 
t. XLVUI, n° 72 et 77. On pourra se reporter à celte étude pour les propriétés 


- de F(Z); de Da, etc. 
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solution de l'équation d’Abel, holomorphe dans @., sera de la forme » 


$(Z) = F(Z) + Q[F(Z)], 


Q fonction entiére de F(Z) avec la période a,. 
Mais si l’on astreint #(Z) à avoir l’expression asymptotique 


Z+0(L|Z|) 


dans A, la fonction Q[F(Z)] ne pourra différer d’une constante a cause 
de la périodicité a, qui obligerait Q(z) à être bornée supérieurement 
par o(L|z|) partout dès l’instant qu’elle l’est dans le domaine infini 
résultant de A par la transformation z = F(Z). 

Toutes les solutions de l'équation d’Abel, holomorphes dans @. et sus- 
ceptibles dans A de la représentation Z+ 0(L|Z|), sont de la forme 


F(Z) + const, 


39. Soit F,(Z) une de ces solutions, on a 


(£) F[R:(Z)]=F,(2Z) + a, 


F, [Ri [R2(Z)]] =F,[R,(Z)]+ 4. 
Posons 
F,[R,(Z)]=F,(Z), 


[Z|R.(Z)|] conservant ©., F,(Z) est holomorphe dans ©... De plus, 
dans ®,, ona 


R,(Z) =Z+a,+ 3 PORC ae ere ‘A 


0 étant bornée. 


Si Z est intérieur à un domaine A’ intérieur à D analogue à A, R,(Z), 


d’après les propriétés de l’itération de R,, sera intérieur à A. Dans le 
domaine A’, on a donc | 


Fy(Z)=F,[Ra(Z)]=Ra(Z)-+ of L|Ry(2)|]=Z-+ 8 + 9 + 0 (L]z+4,+5]), 
expression qu’on peut écrire | 
F,(Z)=Z+o(L]Z|), 


F,(Z) est donc susceptible dans A’ de la représentation requise. 


ne RER ee Cantin de cm 


est donc inférieure a 
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,, 2 ; 7 
L’équation (£) peut s’écrire 


F,[R.[Ri(Z)]] =FiLR.(Z)]+ a, 
ou bien 
F,[R; (Z)} = F,( Z) + Gi 


F,, solution de l’équation d’Abel de R, satisfaisant aux conditions 
requises, ne peut différer de F,(Z), dont on est parti, que par une 
constante. On a donc 


F,(Z) = Fi[R:(2)1= Fi(Z) + K. 

Montrons que cette constante est égale à a,, nous aurons ainsi prouvé 
que les solutions des équations d’ Abel relatives à R, et R, et à leur point 
double commun sont les mêmes. 

Pour le voir, remarquons que ZetR,(Z) étant simultanément dans D, 
ona | | 

R; (2) 
F,[R,(Z)]—Fi(Z) =f F(z) dt. 

Zz 


On peut supposer Z et R,(Z) dans A‘, ainsi que le chemin d’intégra- 
tion. Alors 


P(z)=1+0(z): 


[ead =R,(Z)—Z +f" (z) dL. 


‘3 Oe 08 . 
o (;) | x TT C constante convenable, et | intégrale 


Donc 


. Dans A’ on a 


du deuxième membre est inférieure à ae { étant le minimum de Z 
sur le chemin d’intégration et £ la longueur de ce chemin. On prendra 
pour chemin le segment [Z, R,(Z)] visiblement intérieur à A’. 
lorsque A(Z) est assez grand et Z intérieur a A’; de plus, il est clair 


que ie) tend vers 1 si Z grandit indéfiniment. L'intégrale précédente 


[Rx(Z)— ZI 
C WA > 


quantité qui tend vers zéro si Z grandit indéfiniment en restant dans À’. 


Tax 
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Donc, si Z grandit indéfiniment en restant dans A’, ona 
lim [F,[R(Z)] —F,(Z)] =lim CR, (2) 2] 


et, à cause de 


Ry(Z)=Z+ a+ À +fi+. 


développement convergent à l'infini, on a 


lim [R,(Z) — Z] = as. 
Donc 
lim [F:[R2(Z)] . F,(Z)] = 43. 


Et puisque F,[R,(Z)] — F,(Z) est constante dans @,, on aura l’iden- 
tité : 
F,[R.(Z)] = Fi (Z) + a, 

qui prouve que les équations d’ Abel pour R, et R, et pour le point double 
indifférent commun ont les mêmes solutions. 


40. On peut, au lieu de considérer l'équation d’Abel, considérer 
l'équation 
H,(s + a,) =R[H(:)] 
et l’équation analogue pour R, 
H,(z + a;) = R,[H,(2)]. 


Elles admettent des solutions méromorphes susceptibles dans un 
domaine infini du côté des parties réelles négatives et limité par 
deux demi-droites issues d’un point de l’axe réel et faisant avec cet axe 
un angle € (arbitrairement petit) de part et d'autre, de la représenta- 


tion 
H(s)=2+ o0[L|<]], 


H’(z)=1+0 e Tay 


En raisonnant comme précédemment, mais cette fois en limitant le 


domaine A” de z vers la droite par A (3) < A et faisant tendre z vers l’in- 


fini en restant dans A’, on verra en raisonnant sur la fonction i inverse 
de H,(s) définie par Z —H,(z) que cette fonction inverse 3 = $'(Z) 


| 


# 


= 
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satisfait à l'équation d’Abel — | 

RIRE (2) = (2) — a, 
dans le domaine A’ pour &(Z) assez petit, qu’elle y est holomorphe, et 
qu'elle satisfait aussi à l'équation analogue pour R, | 

$, [RS (2)]= À (Z) — as, 
en choisissant les branches R&" et R" qui, itérées, donnent pour 
limite le point à l'infini. Il en résulte que les deux equations 


H(+ a,) =R,[H(=)}, 
H(s + a) = R,[H(s)] 


admettent encore les mêmes solutions méromorphes, asymptotiquement 
représentables dans A” par = + o(L|3|). 


DEUXIEME PARTIE 


EXISTENCE DES FRACTIONS RATIONNELLES PERMUTABLES. 


CHAPITRE I. . 


RESOLUTION DU PROBLEME DE LA PERMUTABILITE DES FRACTIONS RATIONNELLES, 
; QUAND L’UNE D'ELLES EST DU PREMIER DEGRÉ. 


1. On va rechercher toutes les fractions rationnelles R,(Z) du pre- 
mier degré permutables avec d’autres fractions rationnelles R,(Z). 

Nous supposerons R, (Z) de degré > 1, la permutabilité des fractions 
rationnelles du premier degré ayant déjà été étudiée. 


On devra avoir 
R[R:(2)]= R,[R,(Z)]. 


Les points critiques de la fonction inverse de R,[R,(Z)] sont ceux de 


la fonction RC" (Z), inverse de R,(Z), puisque R, est du premier degré; ~ 


ceux de la fonction inverse de R,[R,(Z)] sont les points Z, qui se 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Jun 1922. 23 
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déduisent des points critiques Z de R;, "(Z) par la transformation 
Z, =R,(Z). Il doit y avoir identité entre les deux groupes de points. 

La transformation [Z| K,(Z)] doit done permuter entre eux les points 
critiques de R;''(2). 

Partons alors d’un point critique « de R,'’(Z) et itérons-le par R,, 
R®, R®, ..., comme les RŸ(x) sont tous critiques pour R,‘’(Z) et 
comme R,"(Z) n’a qu’un nombre fini de points critiques, il existera 
deux indices ¢ et j positifs tels que 


R? (a) =R/*? (a). 


Le point RŸ(«) est donc double pour [Z| R{’(Z)]. Mais, comme R, est 
du premier degré, son inverse R{" est aussi du premier degré; il en 
résulte aussitôt que R““"'(a) est double pour [Z] RY’] comme RŸ; car 
ona | | 
Ri [RY=" (a) J = R[RI 7 (œ)]. 
Done 
RY (a) = REP (a). 


R, tout point du plan n’ayant qu'un antécédent par R;'. De même on 
verra que tous les points &«, R,(x), R®(æ), ... sont points doubles 
de Ri. | 

On voit ainsi que tout point critique a de R;'(Z) sera point double 
pour une certaine puissance RY de la substitution homographiqu 
[ZIR,(Z)]. Or RY’ a les mémes points doubles que R, et ils sont au 
nombre de deux au plus, à moins que R‘ ne se réduise à une identité. 

En effet, si R, a deux points doubles distincts C,, C,, la transforma- 
tion Z, = R,(Z) peut s’écrire 


et Z; = RY’(Z) s’écrira 


dont les points doubles sont fournis par l'équation 


(Z—%)(Z—83) (1— W/) = 0. 


a 
À 
L' 
| 
; 


“ste ts 
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Si donc # #1, ce sont les points €, et C,, et, si A’ =1, RY(Z)=Z est 
la substitution identique. | 


Et si R, a deux points doubles confondus qu'on peut supposer à 
l'infini par une transformation auxiliaire, 4, = R,(Z) s’écrira 


: . Z,=4+Kk. 
Z; = RY (Z) sera 
hye a 56 hj. 


Ses deux points doubles sont à l’infini à moins que 4 = 0, auquel cas 
la substitution initiale [Z| R,(Z)| serait l'identité. 


«2. Supposons que R° "”(Z) ait plus de deux points critiques, chacun 
sera point double pour une R°. 

Soient RY, Ri, ..., RY” ces diverses RY’ distinctes correspondant 
aux divers points critiques de R; "(Z). : 

Il est clair que RŸ+*+--## admettra pour points doubles tous les points 
critiques de R5*(Z). Il existera donc une puissance R°° de la substitution 
linéaire [Z|R,(Z)] qui, ayant plus de deux points doubles, se réduira 
à Pidentité. Comme [Z| R,(Z)] n’est pas la substitution identique, on 
voit, d’aprés la fin du n° 4, que R, devra avoir deux points doubles 
distincts &, et & et s’écrire 


k sera une racine primitive d’ordre d de pires 


Par une même transformation homographique auxiliaire faite sur 
les variables Z et Z, = R,(Z), on peut supposer que ET MA ey 
alors Z, = R,(Z) s'écrit 

| , Z,=k7Z (44=1). 


Toute fonction rationnelle R,(Z) permutable a R,(Z) devra satisfaire 
à l'équation fonctionnelle | 


R[AZ]—4R(Z) (Ati). 
Posons alors 
R,(Z) =ZA,(Z). 
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&,(Z) est une fraction rationnelle et l’on aura 

KZA(KZ) = KZR,(Z), 
Rs satisfera à l’équation plus simple 


A,(kZ) = R:(Z). 
On déduit de là 


R(Z)=RUAZ) = REZ) =... = Ra(44 17), 
= SLR CZN+ A (RZ). + Ry KET). 
La quantité 


Ry(Z) + Re(KL) +... +R (KZ) | 


est une fonction symétrique rationnelle des quantités Z, AZ, ...,k4-'Z; 
c'est donc une fonction rationnelle de leurs fonctions symétriques élé- 
mentaires 


Sn =Z+KkZL+...+ k*'Z, 
$y =ZKkIZ KT (77 G7 — 6, 15 2. CS 1 8 
ss = Zl ML KL KZ (Aj 4l;i,j,l=o0,1,...,d—1), 


‘Sa ZkL RL... ke, 


Or, il est bien connu que 1, k, k?, ..., k—! étant les racines de #4 =1 
dont # est racine primitive, on a | 


40, $,7=0, ER CPE 74. 
&:(Z) est donc une fonction rationnelle de Z4 et l'on a 
R:(Z)=ZA&(Z*), 


A étant une fraction rationnelle quelconque de la variable Z?. Il est 
clair que | 


R:CAZ) = KLK[(KZ)®) = KLA(Z4) = kR(Z) (car kr). 


Le probléme est ici complétement résolu. 


St Ry" (Z) a plus de deux points critiques, on peut par une transfor- | 


mation homographique du plan Z ramener les substitutions permutables 


| | 


eA TY 
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[Z 


et [Z|R,(Z)] aux formes canoniques suivantes : 
Li=kZ (k*=1), 

d entier positif quelconque ; 

Z,= R,(Z)=ZK(2%), 


& fraction rationnelle quelconque d’un argument. 

Un exemple remarquable de ces substitutions s’obtient en considé- 
rant par exemple une fonction Z = p(u) de Weierstrass, qui admette 
une multiplication complexe conduisant à une transformation des 
périodes qui soit du premier ordre. La théorie de la multiplication 
complexe (voir Traité d’Analyse de M. Jordan, t. II, 3° édition, 
n°* 533-538) prouve -qu’alors le rapport + des périodes doit satisfaire 
à l’une ou l’autre des équations 


T+ I =0, 


2t?+4- 2T-+ 2=—0. 


Dans le premier cas, le multiplicateur complexe 


cari, o?+1=0, ot==13 


Dans le deuxiéme cas, le multiplicateur complexe 


mat 
Sat, o+1=0, alte 


Dans le premier cas, Z, = p(+ iu) est une fonction homographique 
de Z — p(u),et l'on aZ, = R,(Z), Viterée Ri’ étant identique à l'unité 
(ici k=, d = 4). . 

Dans le deuxième cas, Z, — Dee à est RUE ep 

Hi $ 
de Z = pu. Ici c’est R\” qui est identique à l'unité (4 —=e,d= 6) à 

Ces fonctions seront respectivement permutables à toutes les fonc- 
tions rationnelles qui expriment Z,;= p(ku) en fonction de Z = pu; 
k entier positif quelconque. 

Il est à peine besoin de dire ici que si R,(Z) est permutable à 

R,(Z), toute itérée de R, est permutable à toute itérée de R,. Cela se 


iv 


verrait d’ailleurs sur la forme canonique, car R°() est du même type 
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que R,(Z) et l’on a par exemple 


R2(2)= A R(Z4) = LAL) RIZ RA(Z")] 
et il est clair que | Z4 x“(Z“)| est une fonction rationnelle de Z“. 


2 bis. 11 faut remarquer, dans le cas qui vient de nous occuper, que 
l’origine et l'infini sont des points doubles indifférents de [Z|R,(Z)]- 
S'ils sont points doubles de Z| R,(Z), ce qui arrive par exemple pour oO 
si o n’est pas pole de (Z“), ce sont aussi des points doubles indiffé- 
rents de [Z| R,(Z)]. Il eût été impossible à priori que R,(Z) et R;(Z) 
eussent par exemple un point répulsif o commun. Car G(s) étant 
alors la fonction méromorphe fondamentale de R,(Z) relative à ce 
point o, . 


G(s:3) = R,[G(s)] (’), si Z,— R,(Z) = 54 + a.72+ a,7?+..., 
“en supposant toujours que R,(Z) a pour points doubles o et, G devrait 
satisfaire aussi à | 
G(s,3) = R,[G(Z)] =s,G(z), 
car 
Z=R(Z)=s8,Z ~ (|s,]>1). 


Or, si l’on cherche le développement de Taylor de G(s) autour de o 


Gi(s) = 5 + Ags?+ Ayz?+.,. | 
satisfaisant à 


G(s3)=sG(3), 


on trouve que G(z) doit se réduire à G(z) = s, et.R, devrait alors être *. 
linéaire. 

Le mème raisonnement peut être fait a priori pour prouver l’impos- 
sibilité pour le point double commun d’être attractif. On considérerait 


la fonction, holomorphe autour de o, satisfaisant à l'équation de | 
Schreeder (?) pour o | { 


F[R3(Z)] = s:F(Z) | (sil <1), 
(1) Voir première Partie, n° G. 
(2) Voir première Partie, n° 32. 


war 
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elle devrait aussi satisfaire a 
F(s,Z) =a err (2) 


et, par conséquent, se réduire à Z, ce qui ne peut ètre si R, n’est pas 
linéaire. A 

3. Supposons que R>''(Z) n’ait que deux points critiques. Il est clair 

qu’une fonction algébrique ne saurait avoir moins de deux points cri- 
tiques a cause de l’existence de chemins, dans le plan de la variable Z, 
qui ne permutent aucune détermination de la fonction algébrique 
R,'"(Z), ce qui ne saurait avoir lieu s’il n’y avait qu’un point cri- 
tique. 
* D’après le n° 1, il est clair que la substitution [Z|R,(Z)] permute 
entre eux les deux points critiques, ou les conserve individuellement. 
On peut, si elle les échange, remplacer [Z|R,(Z)] par son itérée 
R,’(Z) qui les conservera individuellement, et, par conséquent, sup- 
poser dans tous les cas que [Z|R,(Z)] conserve chacun des points 
critiques. On supposera d’ailleurs, par une transformation linéaire 
auxiliaire si c’est nécessaire, que ces points sont o et o. 

Comme R{'(Z) n’a que deux points critiques, tout contour qui se 
réduit à deux lacets successifs, chacun décrit autour de l’un des 
deux points critiques, devra laisser inaltérée chacune des détermina- 
tions de R5*(Z), car un tel chemin équivaut (sur la sphère de Riemann) 
à un contour n’embrassant aucun point critique. On verra ainsi facile- 
ment que toutes les branches de R;°(Z) forment un seul système 


circulaire autour de chaque point critique; toutes ces branches sont 


égales en o et égales aussi au point à l'infini. Nécessairement alors 
R,(Z) a tous ses zéros confondus en un point a et tous ses pôles con- 
fondus en un autre point b : 
H=R)= AT) » 
L—b 


Une telle forme devra être permutable à : 
A=R(Z)=sh (so), 


sf—a\"  (L—a\" fe tears: 
(73) =3(7—5) (==). 


ce qui exige 
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Donc s =1, à moins que a = oet b —, auquel cas la fraction R,(Z) 


se réduit a : 
Ye R,(Z) = AZ, 


ou bien a = +; b = 0, auquel cas elle se réduit à 
+ 


L=R,(Z) = AZ. 


e . x 2 b! ’ 
Dans le premier éas, elle sera permutable à Z; = sZ, si l’on a 


A le tie “on 7 


. 


Pad Pot SY Agi c’est-à-dire si es 


Dans le deuxiéme cas, il faudra 


I SI 


nipt "72 , er at er ae 
roy AG = Zn? Cc est 4-dire si Ss ; 


Sur bot that, une, est dif = 


il se ramène au premier, en posant 


n=— nn. 


~ 
a - 


Les formes canoniques pour le cas présent sont donc banales : 


Z,= R.(Z) = AZ" (n entier > 0 ou <o 


Z,=sZ : (STE) | 


éme « 


CHAPITRE Il. 


ETUDE DES PROPRIÉTÉS DE L'ENSEMBLE PARFAIT E! QUI CORRESPOND 
A DEUX SUBSTITUTIONS RATIONNELLES PERMUTABLES [Z|R,(Z)] er [Z|R:(2)]. 


4. Nous allons, dans le Chapitre présent et dans les suivants, 
pousser l'étude des propriétés de deux substitutions permutables, dont 
aucune n’est linéaire; cette étude a été commencée dans la première 
Partie que nous avons consacrée à ces questions. On a, en particulier, 
établi le résultat suivant : Soit E,, l’ensemble des points qui appar- 
tiennent à un cycle répulsif de R, ; son dérivé E}, est parfait. On peut 
le caractériser par la propriété suivante : Ky, est l’ensemble des points où 
la famille des iterées R,(Z), R®(Z), ..., R°(Z), … de R,(Z) n’est pas 


eee re 
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normale ('*), Soient Ex, et E,, les ensembles analogues à E,, et Ex, pour 
la substitution [Z|R,(Z)]. Si R, et R, sont permutables, Ej, et Ey, sont 
identiques (*). | 

J'ai aussi montré (*) que l'on pouvait toujours trouver un point 
appartenant à E, et Ey, et qui fat point double répulsif commun à deux 
itérées convenables R® et R} de R, et R,. On pourra poser 


RP Ry et ROS HR: 


Il est connu que toutes les itérées RŸ admettent le même ensemble 
Ex, par conséquent En, est identique à E,,, Ea, identique à E,,, l’est 
aussi à Ea.. 

. On peut donc supposer que &, et A,, permutables, ont un point 
double répulsif commun qu'on prendra pour origine du plan. Soient s, 
ets, les multiplicateurs correspondants : 


Ri(o)=0, Ai(o)=5,  Ay(0) =o, R,(0) = 52. 


Il existe une fonction méromorphe G(s) développable autour de o 
par la formule 


G(s)=s+Ayst+ Azs+...  [G(0)=0, G'(o)—i]. 
et une seule satisfaisant aux deux équations 


G(s13) — Ry [G(s)], 
G(5:5) =A,[G(z)]. 


C’est la fonction fondamentale, dite aussi « fonction de Poincaré ». 

Lorsque R, est un polynome, excepté pour R, = AZ*,R,, Sek ea 
à R, est nécessairement un polynome (*). 

Lorsque R, est de la forme R, = Z** (k entier 0), R, est aussi de 
la forme AZ**. Nous laissons de côté ce cas particulier dans toute la 
suite, puisque aussi bien, pour ce cas particulier, la recherche des 
fonctions R, permutables à R, est déjà faite. 


(1) Voir Journal de Mathématiques, 1918, n° 13 et pegs: 
(2) Voir première Partie, n°° 9 à 13. 
(3) Voir première Partie, n® 9 à 43. 
(+) Voir première Partie, note 7 bis. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. —- Juin 1922. 24 
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R, étant done un polynome, R, l’est aussi; A, et A, sont des poly- 
nomes. Alors G(z) est une fonction entière d’ordre fini (‘). 


5. Quelles propriétés la fonction G(:) posséde-t-elle du fait de 
L'existence pour R, et R, d’un ensemble par fait Ex, = Ep, que, pour abré- 
ger, j'appellerai Ki’? | 

F’ est le lieu des points où la famille des &Ÿ(Z) n’est pas normale. 
Par la transformation Z = G(z), aucun point Z de E’ n’étant valeur 
exceptionnelle de G(z) (2), il correspondra à E’ un ensemble parfait € 
du plan z, et aux fonctions aŸ(Z) les fonctions méromorphes 


G:(3)= G (545). 


En aucun point de € la famille des G;(3) ne saurait être normale; 
inversement à tout point 3 où la famille des G; est normale correspond 
un point Z = G(z) où la famille des 8°’ (Z) est normale. L'ensemble 
parfait € est le lieu des points du plan 3 où la famille des 


(5) = G (53 
n’est pas normale. C’est évidemment. aussi le lieu des points où la 
famille des §;(s) = G(s,5) n’est pas normale. € reste invariant par 
chacune des trans formations || 25, |, [:|#5,] et par leurs inverses [o fait 
partie de € ainsi que l'infini]. Il va en résulter d'importantes propriétés 


de cet ensemble, qui se traduiront sur E’ par des propriétés corres- 
pondantes. 


6, Quelle est la constitution d’un ensemble parfait £ qui reste inva- 
riant par deux substitutions 


[s]ss], [5] ss.]? 


Posons | 
Cie | 
se, OE en Sg "et, ¢= logs, o,= logs,, = logs:. 


Puisque |s,| et |s,| sont > 1, logs, et logs, auront leur partie réelle 


mm 


7 — ig , bx) ae ie F 
(*) Voir Sur quelques propriétés nouvelles des fonctions entières et méromorphes 


(Annales de l'École Normale, 1920, n° 29, p. 187) 
(*) Foir première Partie, n° 20. 
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>oet #0. On choisira pour 0, et o, les déterminations qu’on voudra, 
par exemple celles dont ies parties imaginaires sont entre — net + 7. 

Il correspondra, dans le plan ©, à tout point s, une infinité de 
points € se déduisant de l’un d’entre eux par 


(ol, PSATIT (hot, 9) ..., œ) 


Mo Wea) 


et par suite à l'ensemble £, un ensemble parfait € qui restera invariant 
par la transformation [C|C + 21% | et par son inverse. Si z est multiplié 
ou divisé pars,, {augmente ou dimjnue de 5, = logs,. € ne doit par con- 
séquent pas changer par la transformation [¢|¢ + ¢,] et par son inverse, : 
il ne doit pas changer non plus par [CC + 0, ]. 

Voici done un ensemble € du plan % invariant par les trois transla- 
tions [CC + anc], [¢|C+,], [%|¢+ 2,], pour lesquelles a(c,) >0 
et A(c,) >o. Par conséquent, = et ts 
dans nos hypothèses. 

Partons d’un point de € situé a distance finie, Soito ce point eta partir 
de lui construisons tous les points w + m2ri+nc,+po,, Mm, n, p 
étant des entiers positifs, négatifs ou nuls quelconques. Tous Jes points 
ainsi obtenus sont points de £ au même titre que w et il est facile 
d’étudier leur distribution. C’est un problème qui a été étudié dans 
toute sa généralité par Kronecker (') par les méthodes d’approxima- 
tion arithmétique qui le caractérisent. Pour notre objet, on peut 
employer une représentation géométrique qui rend le résultat presque 

* intuitif. (Je reviendrai ailleurs (?) sur la démonstration géométrique 
rigoureuse des faits que j’utiliserai dans la suite et que je regarde ici 
comme intuitifs.) 


ne peuvent jamais être réels 


7. Considérons les quatre points &, © + 271, © + 6,, w + 5,. On 
peut considérer w comme coincidant avec un point Q de l’espace, et 
les trois autres points comme les projections sur le plan ¢ de trois 

_ points Q,, Q,, Q, de l’espace, qu’on pourra toujours supposer n'être 
pas dans un même plan avec Q, puisque Q, et Q, ne sont pas dans le 
plan vertical de Q et Q,. Les trois vecteurs Q0,, QQ,, QQ, forment un 


(1) Voir Kronecker, Œuvres, t. IIL, 1'* Partie (divers Mémoires). 


(2) Bulletin des Sciences mathématiques, février 1922 : « Remarques sur le théorème 
de Jacbbi..…. » 
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vrai trièdre d’origine Q et l’on peut considérer ces trois segments 
comme trois arêtes issues de Q d’un parallélépipède P. Construisons 
alors le réseau de parallélépipèdes déduits de P par toutes les transla- 


tions ei 
m QQ, + nQQ,+ pQQz, (m,n, po, Ht, £2, ..., ©). 


Il est clair que les points w + mazi+no,+ p24, seront les projec- 
tions sur le plan des © des sommets de ce réseau de parallélépipèdes. 
Trois cas sont alors possibles. 


8. 1° Il existe une droite perpendiculaire au plan € sur laquelle 
figurent deux sommets du réseau A, et A,. Si l’on veut encore, le plan € 
est perpendiculaire à une droite joignant deux sommets A, et A, du 
réseau. Évidemment cette droite n’est parallele ni à QQ,, ni à QQ,, ni 
à QQ,. Il existe alors un parallélépipède + ayant pour sommets A, et 
A,, dont les arêtes sont parallèles respectivement à QOQ,, QQ, et QQ, 
et qui se compose d’ur nombre entier de parallélépipèdes P accolés. Sur 
la droite A,A, les sommets du réseau s’ordonnent en suite équi- 
distante et l’on peut toujours supposer qu’entre A, et A, n’existe aucun 


autre sommet du réseau. Si, par tous les sommets du réseau, on mène 


des parallèles à A,A,, on voit que chacune de ces droites porte une 
infinité de sommets régulièrement distribués sur elle et ces droites se 
projettent sur le plan € suivant un réseau de points (on peut voir en effet 
que la distance de deux de ces droites ne peut descendre au-dessous 
d’une limite déterminée dès l'instant qu’elle ne descend pas au-dessous 
d'une limite déterminée pour les droites, en nombre fini, menées par 
les sommets des parallélépipèdes P intérieurs à +). Les points 


& + 2MTE + RO + pas 


forment ici les sommets d’un réseau de parallélogrammes. C’est là un 
fait bien connu lié au théorème célèbre de Jacobi sur l'impossibilité de 
trois périodes distinctes pour une fonction uniforme. L'existence de 
AA, perpendiculaire au plan %, équivaut à dire qu'il existe deux 
triples de nombres m,, n,, p, et m,, n., pP: distincts, c’est-à-dire pour 


lesquels m, —m,,n,—n,, p, — PA ne sont pas simultanément nuls, et 


tels que 
D + MATE + NS, + PiTa = © + Mz ATE + N301 + Pr0 


SOP igh —ory 


OL ALAA i A AN Mi TE OS A BEE A 


| 
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ou bien 


À 


(m—m,)2Ti+(ni— n:)01+ (Pi — Pa): = 0 


+e eae L , . . se . 
et l’on sait qu’alors le réseau construit sur les trois périodes 2712, 6:, 
5, se ramène à un réseau de parallélogrammes sur deux périodes fon- 
damentales. L'existence de trois entiers M, N, P non tous nuls, tels 


que 
Mori+No;+Po—o, 


montre, en passant aux exponentielles, que 
eNSrePo— 1 
ou bien 


Ch aad fe 


Ceci n'est possible que si N et P sont l’un positif, l’autre négatif. On 
aurait alors deux entiers positifs N, et N, tels que 
Si 5%, 
Mais alors 
KE [G(s)] = G(s513) 
serait identique a | 
. AP" [G(s)] = G (555). 
On aurait donc deux entiers positifs N, et N, tels que - 
RIZ) = AN (Z). 


Deux puissances convenables des substitutions proposées RY" et RY? 
seraient alors identiques. ; 

Nous écartons provisoirement cette hypothèse, car alors R, et R, ne 
seraient pas indépendantes. Nous ne considérerons jusqu’à nouvel 
ordre que des fractions permutables R, et R, indépendantes, c’est-à-dire 
pour lesquelles le groupe des itérées de R, et le groupe des itérées de R, 


n’ont aucune substitution commune auire que l'unité. 


9. 2° Le cas précédent étant écarté, le plan { n’est perpendiculaire 
à aucune droite joignant deux sommets du réseau. Mais il peut étre 
perpendiculaire à un plan Q contenant trois sommets du réseau. C’est 
l'hypothèse que nous faisons maintenant. L’un de ces points peut 
toujours être supposé Q. Tous les sommets du réseau situés dans 
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le-plan Q forment alors les sommets d’un réseau de parallélogrammes 
à partir de Q. Soit QA,A,A, un parallélogramme fondamental de ce 
réseau, c’est-à-dire ne contenant à son intérieur aucun point du 
réseau, alors que tous ses sommets sont du réseau. Il existe un paral- 
lélépipède = dont les arêtes sont parallèles à QO,, 00,, QO,, dont 
deux des trois points A, A, A, sont des sommets, le troisième étant un 
sommet ou un point situé sur une arête, et qui est composé d’un 
nombre fini de parallélépipèdes P, accolés. 

Les sommets du réseau de parallélépipèdes P s’ordonnent alors en 
sommets de réseaux de parallélogrammes homologues de celui qui est 
dans Q, respectivement situés dans des plans parallèles au plan Q, 
plans qui sont tous équidistants. Dans chaque plan, par exemple 
dans Q, les sommets du réseau de parallélogrammes sont tels qu’au- 
cune droite joignant deux sommets n’est perpendiculaire au plan €. 
Les sommets du réseau se projettent sur € suivant un ensemble partout 


dense sur la droite trace de Q sur le plan © (car ces projections 
s’obtiennent en formant à partir de deux vecteurs Qa et QB sur une 


mème droite les vecteurs n.Qa + pQ8); sur cette droite, sachant que 
jamais on ne peut avoir n.Qa + pQB = 0, sauf pour n=p=o, = 
n'étant pas commensurable, on arrive à recouvrir la droite tout 
entière par des points 2Qx + p (8. 


Le réseau des sommets de parallélépipèdes se projette alors sur le 
rd 


plan ¢ suivant une série infinie de droites A parallèles équidistantes, 


sur chaque droite les projections des points du réseau étant partout denses. 


10. 3° Enfin si le plan ¢ n’est perpendiculaire à aucun plan conte- 
nant trois sommets du réseau de parallélépipèdes, il est aisé de 
démontrer que la projection des sommets de ce réseau sur le plan & 
fournit un ensemble partout dense dans tout le plan ©. 


11. Revenant au plan de la variable s = e*, la première hypothèse 
étant exclue, il correspondra à une série de droites parallèles équi- 
distantes du plan €, une série de spirales logarithmiques équiangu- 


laires (coupant tous les rayons sous le même angle), qui pourraient 


se réduire à des droites passant par l’origine ou à des cercles de 


| 
| 
| 


re 02 
+ 
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centre O si les droites A étaient dans le plan © d’ordonnée constante 
ou d’abscisse constante. Le système des droites A restant invariant 
par les translations (¢|¢+ 272), (SC +), (IC + os), il est clair 
qu’elles ne sauraient être d’abscisse constante dans le plan ¢ que si les 
points c, et o, non situés sur l’axe imaginaire tombaient sur deux 
droites distinctes ou confondues du sysième A, c'est-à-dire si A(7,), 
8 (5), parties réelles de 6, et c,, étaient commensurables. Or 


R(3,) = log] s,| et R (a2) = log|s|; 
il faudrait donc que l’on eût 
m,log|g,|—= mzlog|a,| (mr, et m, entiers positifs convenables ) 
ou bien 
RASE EN 4 


Les itérées R” et RY” auraient à l’origine des multiplicateurs de 
même module (nons y reviendrons plus loin), | 

Le système des droites A ne serait à ordonnée constante que si3(a,), 
3(5,) et 27 étaient commensurables deux à deux. Posant 


= |s,fe%,  s=|sle, 


: : 6 id ; m m 
on devrait avoir pour — et + des nombres commensurables = et a? 


en sorte que s et s, auraient pour argument 


Ph= my, 27 et pl,= m,.2T, 


c'est-à-dire seraient réels. 
A des droites A d’abscisse constante correspondent en = des cercles 
de centre O. . | 

A des droites A d’ordonnée constante correspondent en 3 des demi- 
droites issues de O. Sauf dans le cas où les droites A sont d’abscisse 
constante, le systéme des droites A ne donnera lieu dans le plan 5 qu'à 
un nombre fini de spirales logarithmiques ou de rayons issus de O, 
puisque le vecteur 277 du plan © ne coupe qu'un nombre fini de 
droites A dont toutes les autres se déduisent par les transla- 
tions #.2ri. De plus, les droites A étant équidistantes, les spirales 
logarithmiques ou les demi-droites qui leur correspondent se dédui- 


13% 
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ront de l'une d'entre elles par un nombre fini de rotations répétées 
autour de O, d’un certain angle sous-multiple de 27. 

Dans la troisième hypothèse, d’un point de €, on déduira des points 
partout denses dans le plan. On en conclut que © : 1° ou bien se com- 
pose de tout le plan; 2° ou bien se compose d’un ensemble de droutes 
issues de O ou de spirales logarithmiques de pôles O, d’ailleurs équiangu- 
laires, ou enfin de cercles de centre O. 

(En aucun cas, on le voit, si R, et R, sont indépendantes, £ ne 
peut donc être partout discontinu. On ne pourra donc pas chercher de 
fonctions permutables indépendantes parmi les fractions ration- 
nelles R dont l’ensemble E, est partout discontinu.) 

En effet tout point A de € donne naissance à un système de droites, 

de spirales logarithmiques en nombre fini, ou de cercles de centre O 
en nombre infini dont tous les points sont de €. € étant parfait, les 
points de € voisins de A donneront ainsi naissance à des courbes: qui 
pourront remplir tout un petit cercle de centre A ou, si petit que l’on 
choisisse ce cercle, ne le couvriront pas tout entier. 

Dans le premier cas, € est superficiel au voisinage de A, E’ l’est 
aussi, et, par conséquent, d’après un théorème que j'ai démontré dans 
mon Mémoire sur l’itération (J. de Math., 1918, p. 101, n° 15), E’ se 
confond avec le plan tout entier, ainsi que €. 

Dans le deuxième cas, € n’est pas superficiel au voisinage de A, il 
ne l’est donc nulle part et les points de £ sont identiques aux points 
d'un ensemble de droites issues de O, de spirales logarithmiques 
équiangulaires de pôle O, ou de cercles de centre O suivant les cas. 
Cet ensemble de courbes pourra d’ailleurs être quelconque sous la 
seule restriction qu’il soit invariant par (s| ss, ) et (:|3s,). 


12. Passant de là au plan de la variable Z= G(s), on voit que 
l'ensemble parfait E’ commun à R, et R, : 1° ou bien sera identique au 
plan complet; 2° ou bien sera identique à un ensemble de courbes 
analytiques, ensemble invariant par les transformations [Z|R,(s)| 
et [Z| R,(s)]. 

En effet, on sait que si l'on considère un petit cercle C entourant O 
dans le plan s, il lui correspond dans le plan Z une aire simple F, et 
aux points de € situés dans C les points de E situés dans T'; les points 


be 
am 
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de € dans C constituent un ensemble d’arcs analytiques, les points 
de E’ dans T constitueront aussi un ensemble d’arcs analytiques. De 
plus, on peut toujours trouver un entier p tel que l’itérée p*™ de 
l’ensemble des points de E’ situés dans T contienne E’ tout entier('), 


cette itérée p*"* étant composé d’un ensemble d’arcs analytiques; il en 
sera ainsi de EF’. 


13. Les exemples connus de fonctions permutables corroborent 
les conclusions précédentes. 


1° D'abord Z,=R,(s)=Z"', # ‘entier 3% o est permutable a 
Z,=R,(2)=Z', 1 centre quelconque positif ou négatif. Leur 
ensemble E’ commun est un cercle | Z| = 1, G(s) est l’exponentielle e* 


G(ks)=[G(s)}*,  [G(o)—=1,  G'(o)=1]. 


Le point Z= 1 est bien point double répulsif. ¢, c’est ici l’axe imagi- 
naire tout entier. : 
2° Prenons 


Lai tt Li BID Ss, 7,=sind 5, 


Z,=3Z—4Z> est permutable àZ,(Z). On voit aisément que 
l’ensemble € se compose uniquement de l’axe réel. E’ se compose du 
segment (— 1+ 1). 

De méme prenons 


%—cosivas, Z,=cos2iv2z, Z,=cosdiv2s, 
ona 
Dares CRT 


et cosiy23 est la fonction fondamentale relative au point double 
répulsif Z = 1 de multiplicateur 4 pour R, et 9 pour R, ; E’ se compose 
encore du segment (— 1, +1) et ¢ de l’axe réel. 

3° Prenons 


Z:=p{u), Zi = pau), Z,= p(3u). 


(1) J. de Math., 1918, p. 97, n° 13 et 14. 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXIX. — JuiLLET 1922. 25 
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On reconnait aisément que les points de l’ensemble E RES 
à 44 = Z donnent p(s"u) = p(u), donc 


su =+u + période ie = 


Ces points u étant partout denses dans le parallélogramme des périodes, 
les points de E sont partout denses dans le plan. E’ est identique au 
plan complet pour Z,(Z) comme pour Z,(Z). 


14. On peut tirer des conclusions importantes des résultats du 
n° 12. En effet, on va voir qu’un certain nombre des possibilités 
admises pour E’ sont à rejeter du fait de propriétés importantes établies 
pour E’(‘): E a la même structure dans toutes ses parties et si l'on 
prend les antécédents successifs d’un point de E' par toutes les branches 
de R{ (z), puis toutes celles de Ry” (3), etc., l'ensemble obtenu est par- 
tout dense dans K'. 


15. D'abord il est impossible que & soit composé de cercles de 
centre O. Car, au voisinage de O correspond par Z = G(s) une petite 
aire I’ entourant un point de E’ et, dans I’, les points de E’ constitue- 
raient alors un ensemble d’une infinité de courbes analytiques fermées 
entourant le point Q de E’ qui correspond au point s =o parZ= G(s). 
Considérons un autre point quelconque Q, de E’, il correspond à un 
_ points, de € distinct de O et l'on peut toujours supposer que G’(s,)o. 
Aux points de € intérieurs à un petit cercle C, de centre z,, corres- 
pondent les points de E’ intérieurs à une petite aire simple F entou- 
rant Q,. Dans l'hypothèse où € serait composé de cercles de centre O, 
les points de € intérieurs à C, formeraient des ares de cercle ne se 
rencontrant jamais deux à deux et allant d'un point du contour de C, 
à un autre point de ce contour; C, étant assez petit, les points de E’ 
dans T formeraient aussi des ares analytiques ne se rencontrant pas 
deux à deux et allant d’un point du contour-de I’, à un autre point de 


ln 


(1) Fotr note (') de la page 193. 
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ce contour. Or il y a dans I, un cértain antécédent Q_, de Q par une 
certaine branche de R{-(Z). Puisque les points de E’ dans P forment 
un ensemble d’une infinité de courbes analytiques fermées entou- 
rant Q et tendant vers Q, il devrait correspondre par [Z|Ry"'(Z)], à 
ces courbes une infinité de courbes fermées entourant Q_, et tendant 
vers Q_,. Toutes ces courbes fermées appartiendraient à E’ et, à 
partir d’un certain moment, seraient intérieures à F,. Or on vient de 
voir que dans T, les points de EK’ ne peuvent former que des arcs 
ouverts joignant deux à deux des points de la frontière de T,. Ilya 
done ici une contradiction, par conséquent € ne peut se composer de 
cercles de centre O. 

© 46. € ne peut se composer de véritables spirales logarithmiques de 
pôle O. Car dans un cercle C entourant O, ces spirales admettent O 
comme seul point singulier, point asymptote, ot dans. correspondant 
a C par Z= G(s), les points de E’ formeraient des arcs de courbes 
analytiques (en nombre fini ou infini) partant de la frontière de P 
pour s’enrouler asymptotiquement au point Q qui correspond à O. Au 
contraire, au voisinage de tout autre point z, de € dans un cercle C, 
assez petit de centre s,, les points de € formeraient des arcs réguliers 
de spirales, ne se rencontrant jamais deux à deux et allant d’un point 
frontière de C, à un autre point frontière; le même caractère appar- 
tiendrait aux points de E’ intérieurs à Py qui correspond à C, 
par = G(s); mais le raisonnement du n° 15 prouve encore que 
dans I, il y a un antécédent Q_, de Q et par conséquent que Q_, est 
point asymptote pour les courbes qui constituent au voisinage de Q 4 
les points de l’ensemble E’. I y a done encore une contradiction qui 
exclut l'hypothèse faite. 


17. Si enfin €, se composant de rayons issus de O, comportait autre 
chose qu'une droite indéfinie dans les deux sens ou une demi-droite 
issue de O, il y aurait certainement deux demi-droites issues de QO, 
appartenant à © faisant entre clles un angle « compris entre O ets, 


limites exclues. Il leur correspondrait, par Z — G(s), deux arcs de 


courbe y, et Y2 aboutissant en Q formant en Q le méme angle 
compris entre O et. En tout antecédent Q_, de Q les ares antécédents 
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de y, et y, par R font entre eux l’angle « ou une partie aliquote dea 
selon que Q n’est pas ou est point critique de R[™ (=). Ces deux ares 
forment certainement encore un angle compris entre O et + limites 
exclues. Or cela est contradictoire avec le fait que les points de E’ 
dans un” cercle I’, assez petit entourant tout point Q, de E’ distinct 
de O forment des arcs analytiques réguliers ne se rencontrant pas 
deux a deux et allant d’un point de la frontière de F, à un autre 
point de I’,, puisqu’il en est ainsi des points de € intérieurs à un petit 
cercle C, entourant tout point de ¢ distinct de O. 


18. En définitive subsistent seulement pour ¢ les deux possibilités 
suivantes : 


1° £ est identique au plan complet ; 


2° € se compose d’une droite indéfinie passant par l’origine ou d'une 


demi-droite issue de l'origine. 


Par Z= G(s), il correspondra à © un ensemble E’ qui sera : 1° ou 
bien le plan complet Z; 2° ou bien une courbe analytique ou composée 
d’arcs analytiques parcourus plusieurs fois ou formant des points de 
rebroussement. 


19. Laissant provisoirement de côté le cas où E’ est le plan Z 
complet, nous allons poursuivre l’étüde du deuxième cas : E’ étant 
composé d’arcs analytiques. Or l'éventualité où l’ensemble parfait E’ 
relatif à une fonction rationnelle R, est composé d’ares analytiques 
a été étudiée en détail par M. Fatou (Bulletin Soc. math. de France, 
t. XLVIII, n° 56 et 43), il a montré que cette éventualité ne peut se 
présenter que : 1° si E’ se réduit à un cercle ou une droite indéfinie, 
auquel cas la substitution R, ou R° est à cercle fondamental; ou 
bien 2° st E’ se réduit à un segment de droite ou un segment de cercle. 
Alors R, se déduit d’une fraction rationnelle à cercle fondamental par 


une transformation du second degré (Bulletin Soc. math. de France, 
t. XLVII, n° 25, p. 267). | 


C'est à l'étude de la permutabilité dans ces deux cas particuliers 


que nous allons consacrer le Chapitre suivant. 


1 
A 
t 
} 


a> sas 
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CHAPITRE Ill. 


PERMUTABILITE DES FRACTIONS RATIONNELLES A cercle fondamental 
ou a arc de cercle fondamental. 


20. Nous commençons par le cas où R, et R, admettent pour 
ensemble E’ un arc de cercle ou un segment de droite. Par une même 
transformation homographique sur Z, Z,=R,(Z), Z,=R,(Z), on 
peut supposer que ce segment est transformé en l'axe réel 
positif (o+æ). Puis par la transformation W=VZ, W,= V2, 
W,— VZ,, les substitutions rationnelles deviennent des substitutions 
rationnelles 

W,=A,(W), W,=&.(W) 

qui admettent pour ensemble parfait tout l'axe réel du plan W et con- 
servent chacun des demi-plans supérieur et inférieur. A un point Z 
non situé sur l’axe réel positif correspond un point W et un seul du 
demi-plan supérieur. Partant de W et lui appliquant successi- 
vement [W|#,(W)] puis [W|&,(W)] on aboutit à un point © qui est 
le point du demi-plan supérieur correspondant au point  —R,[R,(Z)] 
du plan Z qui découle de Z, correspondant à W, par la substi- 
tution [Z|R,(Z)] suivie de [Z[R,(Z)]. Si Pon applique à W les subs- 
titutions A, et a, dans l’ordre inverse, le point w, obtenu correspondra 
au point &, = R,[R,(Z)] qui, à cause de la permutabilité de R, et R,, 
est identique à 2. Donc w et w, sont identiques, ce qui signifie 
que A, et a, sont permutables au même titre que R, et R,. Le deuxième 
cas se ramène donc au premier. 

Deux substitutions rationnelles permutables R,(Z) et R,(Z) admet- 
tant pour E’ un arc de cercle ou un segment de droite se raménent par 


une transformation rationnelle du second degré Z = p(W) à deux 


substitutions rationnelles permutables a,(W) et a,(W) admettant 
pour E’ une circonférence entière et conservant toutes deux l’intérieur 
de cette circonférence #,(W) et R.(W) sont des fractions à cercle fon- 
damental de premiére espèce, c’est-à-dire pour lesquelles l’ensemble E 


| comprend toute la circonférence du cercle fondamental. : 
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21. Nous sommes donc toujours ramenés à la recherche des substt- 
tutions rationnelles permutables à cercle fondamental commun et de pre- 
miere espèce; en substituant au besoin à R,(Z) et R,(Z) leurs itérées 
d'ordre 2 pour le cas où [Z[R,(Z)] par exemple échangerait entre elles 
les régions intérieure et extérieure au cercle fondamental, on peut 
toujours opposer quc R, et R, conservent l’intérieur du cercle fonda- 
mental qu’on supposera, selon les cas, confondue avec le cercle trigo- 
nométrique ou confondue avec l'axe réel. 

Il est, d'autre part, facile de voir que R, et R, sont simultanément 
ordinaires ou singulières, mais qu’il est impossible que l'une soit 
ordinaire et l’autre singulière. 

En effet, si R, est ordinaire, c’est dire que R, admet deux points 
doubles attractifs symétriques par rapport au cercle fondamental, par 

‘exemple confondus avec o et sc. Or, j'ai montré précédemment (') 
que, si deux substitutions sont permutables, les points qui font partie 
des cycles attractifs de l’une font aussi partie des cycles attractifs de 
l'autre, et réciproquement; o et © sont donc points doubles attractifs 

de R, s’ils le sont pour R,, R, et R, sont simultanément ordinaires ou 
singulières. 


22, Supposons d’abord que R, et R, soient ordinaires de première 


- espèce et admettent pour cercle fondamental le cercle trigonométrique, 
pour points doubles attractifs o et 2. En raisonnant comme dans la 
première Partie (?) on peut voir que l'ensemble F formé par les anté- 
cédents de tout ordre de o dans ke cercle fondamental, pris avec toutes 
les branches de RE (2) (A = 1, 2, ..., 00) est identique à l’ensemble 
formé par les antécédents de tout ordre de o pour toutes les branches 


de RY" (Z) (A=1, 2, ..., ©); on voit aussi que Fa pour dérivé la cir- 


conférence du cercle fondamental. Cet ensemble F est invariant par la 
transformation [Z|R,(Z)| ct toutes les branches de son inverse, car il 
est clair que si un point A est antécédent d'un certain ordre r deo 
dans l’itération R,(Z) tout conséquent, d'ordre p, de ce point A ou 
bien se confond avec o si r=p, ou bien a un conséquent confondu 


(1) Première Partie, n° 23. 
COPINE 


} 
| 


Lae wT ay 
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avec 0, si pr et tout antécédent d’ordre p de ce point A a son con- 
séquent d'ordre r +p confondu avec o. L'ensemble F est aussi inva- 
riant par [Z|R,(Z)] et son inverse. L'ensemble F' formé des'anté- 
cédents de tout ordre de l'infini par he” ow Rk; bee rage), 
est symétrique de F par rapport au cercle fondamental et il admet 
les mêmes invariances. 


23. RY et R( ont toujours sur le cercle fondamental un point 
double répulsif commun si les entiers positifs m, et m, sont bien 
choisis (‘). La suite du raisonnement prouvera que ce n'est pas res- 
treindre la généralité que de supposer m,=m,=1. Je désigne 
par G(z) la fonction méromorphe fondamentale de Poincaré qui, $, 
et s, étant les multiplicateurs de à [s, = Ri(x), s=R,(a) [si] >t. 
|s.| > 1] satisfait aux deux relations (*) 


G(s,3)=R,[ G(s) ] [G(o)= 2, Go)", 
LÉ ED à R,[G(s)]- 


Si R, n’est pas de la forme R, = Z' (k entier >o), il n'y a pas de 
valeurs exceptionnelles pour G(s). Que correspond-il à F dans le 
plan s, par la transformation Z = G(s)? 

Soit Z, un point de F, c’est-un antécédent d'ordre n de l’origine, 
par conséquent R}(Z,) = 0. Soit 3, un point tel que G(z,) = 4,. On 
aura | 

RO(Z,) = 0, c'est-à-dire GS) 0: 

Tout point de l'ensemble $ du plan = qui correspond à F du plan Z 

par Z = G(s) est donc une racine de — 


G(siz)=0 (a == Oy, 14 Dy et +», 0)e 


La réciproque estimmédiate. L'ensemble F est invariant par[Z|R,(Z)], 
il en résulte que # est invariant par [s]s,2]. F étant invariant 
ra oer Or Af 4 ] 7 1 « Fe = . ’ ( 7 a 1 ‘or 
par [ZIRS"(2)], # sera invariant par [<1< De même § sera invariant 
par [5{25, | et par la substitution inverse. | 
= tr tet ilies ate a 


(1) Voir première Partie. n° 15. ~ 
(2) Foir premiere Partie, n° 3 ct suivants. 
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On remarque immédiatement que s, et s, sont réels. Comment le 
cercle fondamental de plan Z se transforme-t-ul, par L = G(s), dans le 
plan s? Évidemment il devient l’ensemble €, correspondant à la fonc- 
‘tion méromorphe G(=). Or 


G(s)=a+s+A,s+... 


montre qu'à un arc de cercle fondamental assez petit englobant a 
correspondra un petit arc de courbe analytique du plan z passant par o 
et englobant o. Cet arc fera partie de l’ensemble parfait €,, relatif à la 
fonction méromorphe G(s) qui doit ici se composer d’arcs analytiques. 
Or la seule possibilité présente pour cet ¢, est qu’il soit composé 
d’une droite indéfinie ou d’une demi-droite issue de o ('). 

Comme €,, comprend un arc englobant 0, ce sera nécessairement une 
droite indéfinie D issue de o, parallèle à la tangente en « au cercle fon- 
damental. 

On verra de même qu’à tout point s situé dans un des demi-plans P, 
que détermine D correspondra par Z= G(s) un point intérieur au 
cercle fondamental et réciproquement à tout point Z intérieur au 
cercle fondamental correspondent une infinité de points z tous situés 
dans le demi-plan P, déterminé par D. 

L'autre demi-plan P, correspondra à l'extérieur du cercle fonda- 
mental, o sera une valeur asymptotique de G(s) atteinte sur les rayons 
s’éloignant à l'infini dans le demi-plan P,; l'infini sera une autre 
valeur asymptotique atteinte sur les rayons du demi-plan P,. 


24. Je dis qu’il est impossible que $ ait d’autres points limites que les 
points de D. En effet, si l’ensemble ¢ avait un point limite non situé 
sur D, l’ensemble F qui lui correspond par Z= G(s) aurait un point 
limite non situé sur le cercle fondamental qui correspond à D, et l’on 
sait que cela est impossible, puisque le dérivé de F ne se compose 
que de la circonférence du cercle fondamental. 

- Or, partons d’un point s, de # situé dans le demi-plan P, et appli- 
quons-lui la transformation [:|35s,], et ses puissances positives et 


négatives, nous obtenons encore des points de $, puisque $ est inva- 


nn 


(1) Voir le n° 18 du présent Mémoire, deuxième Partie. 
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riant par[s|ss,] et par E |=]. Tous les points 5, $7" (m= 1, +2, ... 0) 
sont de $. De même tous les points ss7*s”* (m, = +1, +2,..., +20) 


sont de ¥, car $ est invariant par [s|3s:']. Ici deux hypothéses sont 
possibles. 


1° Le rapport 728% ee n’est pas commensurable (en choisissant pour 


Logs, et Logs, les logarithmes népériens réels, positifs, des nombres s, 


ets, qui sont >1). Alors on peut certainement choisir deux entiers 
m, et m, tels que 


| m, Logs, + m,Logs,|<e 
(e nombre positif arbitrairement petit); alors 
e™ Log s,+ m, Logs, — T+ e! 
(£’ étant arbitrairement petit), c’est-à-dire que 
ENST LE 
On peut donc choisir une suite de couples de nombres m,, m, tels 
que ss" tende vers un. Les points distincts z,s"s% tendront alors 
vers 3,, et ce seront des points de ¥. $ aurait z, pour point limite. Tout 


point de ¢ serait point limite de points de #. Ceci contredit le fait 
que $ n’a pas d’autres points limites que les points de D. Il est donc 


impossible que 7 ee soit incommensurable ("). 
2° On est ne ental d'admettre que > fe TE est commensurable 


et == 7 Mais alors 
qg Logs, — p Logs, 
se ou 


RY? (Z) = RY (2, 


puisque 
Ri? [G(s)] = RY [G(s )] = G(s{s) = G(s). 


Se ne EEE 


(*) Le raisonnement employé ici est identique à celui qu’on a déjà employé au n° 8 du 


É présent Mémoire (2° Partic). 


>< 


“tah ox 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXIX. — JUILLET 1922. 26 
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Dans ce deuxième cas on arrive à la conclusion que R, ct R, ne sont 


pas indépendants. 


{ 


95. ConcLusion. — Deux substitutions rationnelles à cercle fonda- 


mental, ordinaires et de première espèce, ne sauraient étre permutables si 


elles sont indépendantes, hors le cas banal Z, = —Z', Z=71%,k,e k, 
entiers positifs, écarté dans la recherche précédente. Ces fractions banales 
sont évidemment permutables, et si l’on choisit pour 4, et #, deux 
nombres premiers distincts elles sont indépendantes puisque les 
itérées respectives sont 

LRO ZM et LM = RYT 


et jamais on n’aura 
An id 
Lite 


puisque jamais pour n>o et p>o, on n'aura #= Kf, fk, et &, étant 
des nombres premiers distincts. 


26. Supposons maintenant que R, et R, soient deux substitutions 
singulières de première espèce à cercle fondamental, et permutables. 
Ni R, niR, n’ont alors de point double intérieur ou extérieur au cercle 
fondamental. Tous les points doubles ou les cycles sont sur le cercle 
fondamental et le recouvrent d’une façon partout dense. Au lieu de 
considérer l’ensemble F des antécédents intérieurs au cercle du 
point double attractif intérieur au cerele nous allons ici considérer 
l'ensemble H, formé par les zéros intérieurs | au cercle fondamental, 


dl 
de — et des dérivées de toutes les itérées ge coe Votes, Sas) 


“dL dL 


, ; De dh 
H, est composé des zéros intérieurs au cercle de la dérivée Lt et des 


al 
antécédents de tout ordre de ces ‘zéros par toutes les branches 


de RE” (4= 1525.55: 0). ON Rohe Ae j'ose analogue H, 
formé des zéros intérieurs au cercle des > (I= 1,2% vue A Oy 


pour la deuxiéme substitution R,; H, et H, ra tous leurs points inté- 
rieurs au cercle fondamental et aucun d’entre eux n’est sur ce cercle. 


dak, 
D'abord tous les zéros de 7 sont intérieurs au cercle fondamental, 


ou extérieurs à ce cercle (ils sont deux à deux symétriques par rapport 


| 
| 
| 
| 


ta 0 


MÉMOIRE SUR LA PERMUTABILITE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 203 


à ce cercle). En effet un tel zéro a pour conséquent par R, un point 
critique de R©"(Z), et puisque la transformation [Z| R,(Z) transforme 
l'intérieur du cercle fondamental en cet intérieur recouvert d, fois 
|[d, degré de R,] et la circonférence, en cette circonférence d, fois 
parcourue dans le même sens, ‘il est impossible que, sur la circon- 
férence du cercle existe un point critique de R'(Z). Tous les points 
de H, sont donc intérieurs au cercle fondamental et comme ils dérivent, 


gag 3 . | anys 
par antécédents successifs, des zéros de FL intérieurs au cercle qui 
sont au nombre de (d,—1) au plus, on voit que l’ensemble H, est formé 
de points isolés et n'aura pour points limites que les points de la circon- 
ference du cercle fondamental. La même conclusion peut se formuler 


pour H,. 


27. On peut montrer que H, et H, sont identiques. 
Soit en effet Z, un zéro de R!(Z) =o intérieur au cercle, et consi- 
dérons l'identité 
R[R:(2)]= R:[R(2)] 
qui donne en dérivant 


R,[R:(Z) IR, (2) = RY R,(Z) J. BY (2). 


Puisque Ri, (Z,) = 0 on devra avoir aussi un premier membre nul, donc 
ou bien R,(Z,) ou bien R,(Z,) doit annuler Ri (Z). En wérant par R, 
un séro de R,(Z) qui n’est pas zéro de R,(Z)on tombe encore sur un sero 
de R!. Z, et R,(Z,), intéricurs au cercle fondamental, sont distincts 
puisque [Z|R,(Z)] n’a pas de point double intérieur au cercle. Effec- 
tuant sur R,(Z,) la substitution R, on aboutit à RY (Z, ) qui devra ètre 
zéro de R, comme R,(Z,) si l’on suppose que R,(Z,) n’annule 
pas R,(Z)- Continuant ainsi indéfiniment, on voit que l’itération 
indéfinie n’a que deux issues : 


1° Ou bien un itéré R”’(Z,) annulera R,(Z), il est alors clair 
ARPT (Lo). : 
al 4 
2° Ou bien aucun des itérés successifs R,(Z,), RY'(Z.), -.., tous 
distincts et intérieurs au cercle fondamental’n’est racine de R,(Z) — 0 
et alors ils sont tous, au même titre que Z, des zéros de R,(Z). 


que Z, annulera 


14 
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Or R’(Z) n’a que d, — 1 zéros au plus dans le cercle fondamental. La 
suite des R”(Z,) ne devant compter qu'un nombre limité de points il 
existera deux indices. z et j positif (oSisd,—1, o£i+ÿj£d,—1). 
tels que of 
Ry? (Zo) = R;* (Zy)- 
Le point R“’(Z,), intérieur au cercle fondamental, serait point double 
de RY(Z) qui est, comme R,(Z), une fraction singulière de première 
espèce. Ceci est impossible. Donc la deuxième hypothèse doit être 
rejetéc et l’on conclut que tout point Z, racine de RZ) = o sera aussi 
{p) 


racine de a =o pour un entier positif p convenable. Dans tout le 

raisonnement précédent, on peut remplacer R, par une itérée quel- 

conque RŸ qui est permutable à R, puisque R, l’est et l’on verra que 
; (Pp) 


. , : dR 
toute racine de 5 RŸ(Z) = 0 (k entier >o) sera racine de — = 9 


par p entier positif convenable. La réciproque est immédiate et l’on 
conclut que H, et H, sont identiques. On pourrait aussi remarquer que 
l'itération indéfinie par R, des zéros de R'(Z) conduira aux points 
critiques de R"(Z) et il résulte d’un théorème établi dans la première 
Partie (') que l’ensemble H' de ces points critiques est identique à 
celui Hi, des RT°(Z) (J=1, 2, ..., +). 


28. Si l’on remplace R, par une itérée quelconque RŸ (kentier > 0), 
, ; d ' ‘ 
l'ensemble H, des zéros des RP ({=1,2,..., +) sera identique 
s . , d ; 
à celui des zéros des > RY” (/=1, 2, ..., %) qui sont les zéros des 


dérivées des itérées de R. On ne change pas H, en remplaçant R, 
par R”, | 

On peut done, en remplaçant au besoin R, et R,'par RŸ et R®, sup- 
poser que ces deux fractions ont un point double commun répulsif « 
sur la circonférence du cercle fondamental. Nous supposerons k=/=1, 
ce qui ne restreint pas la généralité et nous désignerons par G(s) la 


KK 


_(*) Premiére Partie, Chapitre HE, n° 20, 
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fonction méromorphe fondamentale correspondant à « 
G(s,3) = R,[G(s)] [G(o)= «, G’(o)=1. 
G(s:3) —R,[G(s)]. 


En raisonnant comme au n° 23 on verra que par Z = G(s) l’intérieur 
du cercle fondamental du plan Z correspond à un demi-plan P, du 
plan 3 limité par une droite indéfinie D passant par l'origine, l’autre 
demi-plan P, correspondant à l'extérieur du cercle fondamental et la 
droite D elle-méme correspondant à la circonférence du cercle fonda- 
mental. Les multiplicateurs s, et s, de R, et R, pour & sont réels 
et >1. D c’est l’ensemble ¢,, ou ¢,, de la fonction G(z). Dans P,, G(s) 
admet la valeur asymptotique « atteinte par exemple suivant un rayon. 
Dans P,, G(s) admet la mème valeura symptotique «, mais sur D G(s) 
repasse périodiquement par les mêmes valeurs. Tous les pôles de G(z) 
seront situés dans le demi-plan P,. G(s) n’a pas de valeurs excep- 
tionnelles. 


29. Que devientH, par Z = G(s)?Soient Z, une racine de = RY (Z)=0, 


=, un point correspondant par G(s,)=4Z,; 5 est dans le demi- 
plan P,,...,ona 


Re ve 
G(s s) = RY [(G(z)], d’où siG! (sts) = 77 RPG (3)1.G" (2). 


=, est dans P,, il n'est pas pôle de G(z), ni de G’(s), et G(s) = 2, 
d (hy 
annule = R°(Z). Donc on a 
G' (s*# zy) = 0. 
Réciproquement, considérons une racine de s, de G'(s‘s) =0, 
dans le demi-plan P,, on devra avoir ou bien G’(s,)=0 ou 
tei | à DE Ai ds 
bien Z, = G(z,) sera racine de = R,(Z) = 0. 
L'ensemble %, des racines des équations 
ls (43) 0 (20. tra ur æ) 
situées dans le demi-plan P, se compose donc des racines de | ‘équation 


G'(:)=0 
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situées dans P, et des racines des équations 
G(:) = A, 


A étant un point quelconque de l’ensemble H, du plan Z. Par Z = G(s) 
l’ensemble des racines de G'(:) = o devient l’ensemble des points 
critiques des RO" (Z) (K=1, 2, ..., +), et réciproquement; je l'ai 
montré dans la première Partie (*). L'ensemble se, est donc identique 
à l’ensemble des racines, situées dans P,, des équations G(:) — A, 
A étant un point quelconque de H, ou un point de H° ensemble des points 
critiques des R°*(Z) situés dans le cercle fondamental. H, est identique 
à l'ensemble analogue H, relatif aR, et H° est identique à H, ensemble 
analogue relatif à R,. 


30. Il résulte de là que 3%, est invariant par les deux substi- 
tutions [s|ss,] et [z|ss;']. En effet, si z, de ae, annule G’(=) = 0, 
ona 

$,G'(s,3) = Ri [G(s)].G'(s). 


Par conséquent, puisque G(s) n’est pas pôle de R' (car =, est dans P,), 
on aura 
G'(s170) = 0. 


Donc s,s, annulera encore G'(s) et appartiendra à 3e,. Quant à {= © 
il satisfera à 


- 


*  G' (49) = G'(54%) = 0 


et par conséquent il appartient encore à %,. De même, si =, satisfait 


à G'(ss)=0ofn>1], 5,3, satisfera à G'(s"'s,)=0 et = — 
à Gt 5) =o. 


L'ensemble %, des racines des équations 


F La 
à 


G'(s23) =0 CA =, Mc: 500) 


situées dans P, se composera aussi des racines, situées dans P,,des 
équations G(s) = A, A appartenant soit à H,, soit à H' ensemble des 
i me a agi me ni we | puni eggs 


(1) N° 20 et suivants du Chapitre HI. 
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points critiques des R5"(Z). Or H, et H) sont identiques respecti- 
vement à H, ct H’. Par conséquent, 3¢, et 3¢, sont identiques. 

ge, était invariant par[s|ss{']. 3¢, est invariant par[3|ss,'], 30, sera 
donc invariant à la fois par ces deux substitutions, 


31. L'ensemble H, a pour ensemble dérivé la circonférence du cercle 
fondamental. Les points critiques de RO" (Z) (4= 1, 2, ..., 2), con- 
séquents successifs par R, des zéros de R'(Z), n’ont d’autre point 
limite que le point « situé sur la circonférence du cercle. « constitue 
done l'unique point limite de l'ensemble H'. L'ensemble H, + H, n'a 
donc pas de point limite qui ne soit sur la circonférence du cercle fonda- 
mental. Puisque tout point 3, de x, conduit, par Z,=G(s,), à un 
point de H, ou à un point de Hi, %, ne saurait avoir dans le demi- 
plan P, de point limite qui ne soit situé sur D frontière du demi-plan P, ; 
car à un tel point limite { correspondrait, par €, = G(¢), un point ¢, 
intérieur au cercle fondamental et qui serait limite de points de H, 
ou de H’, ce qui est impossible. 
Logs. 
n’est pas rationnel, tout point de Je, est limite de points de %,, ce qui 
contredit le résultat qu’on vient justement d'établir. Par conséquent il 


Logs, 


Or, en raisonnant comme au n° 24, on verra que si le rapport 


faut supposer que est rationnel, d’où l’on conclut comme 


Logs, ; 


au n° 24 que, pour deux entiers positifs m, et mz convenablement 


choisis, on aura 
Ry) (2) = R£*(2) 


et les substitutions données ne seraient pas indépendantes. 


22 Conciusiox. — Deux substitutions rationnelles, à cercle fon:la- 
mental, singulières et de première espèce, ne sauraient étre permutables 
_st elles sont indépendantes. 


33. Les seules fractions rationnelles R, à cercle fondamental qui 
soient permutables avec quelque autre fraction ration nelle R, indépen- 
dante de R, sc réduisent donc à 


R,(Z) = I hig ( entier >0) 
14% 


s 


208 GASTON JULIA. 


en admettant que le cercle fondamental soit le cercle trigonométrique. 
La fonction entiére G(s) fondamentale correspondante est e* dont les 
théorèmes de multiplication rationnels sont bien connus. Il est clair 
que si G(s) admet un théorème de multiplication rationnel, G(«5) 
l’admet aussi. e aura la propriété de e* sous ce rapport et ainsi se 
trouvent liés e7 et les fonctions trigonométriques au point de vue de la 
permutabilité des fractions rationnelles auxquelles donnent lieu les 
divers théorémes de multiplication. . 
[— 1 
r+ it’ 

nous pouvons transformer le cercle fondamental en l'axe réel, 
o en —1, et l'infini en +. La fraction Z, = Z?, par exemple, devient 

1— it, (ES L 

ptt,” \i+ié, 


Par une transformation linéaire du plan Z, en posant Le 


d’où l’on tire 


Pour cette fraction, l'origine est point double répulsif de multipli- 
cateur 2. La fonction ¢ = G(3) fondamentale est tangz, puisque 


i 2 tangs 
tang2s — 7 — tangs 
D'une façon générale, pour Z,=Z* (k entier >0), en po- 
— it 
+ it 

11—Z 


; Saar aryery 


» on tire 


1 
sant Z= : 


Z=1 est point double répulsif de Z,=Z* de multiplicateur &. 
¢ = o sera point double répulsif, de multiplicateur &, pour C, = R, (2), 


»_11—%,_ 11—2k — PU Okan th i 


Girth, Li (HUMEUR 


La fonction fondamentale pour le point double Z = 1, c'est Z = €. 
Par conséquent, la fonction fondamentale pour ¢= o sera 


| 
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À étant une certaine constante choisie telle que, autour de s=0, le 
développement soit © =: +... 


Or, le premier terme de ce développement, c’est évidemment — 755, 


il faudra donc À = — 21; alors 
I tens 
Set@ mera reat ae, 


alors {, = tangks et la fonction ©, = R(¢) exprime la multiplication 
de l’are par # dans la tangente. | 


Coxezusion. — Les seules fractions indépendantes R, et R, à cercie 
fondamental qui ‘soient permutables sont celles qui découlent des théo- 
rémes de multiplication de tangs. Le cercle fondamental est alors l'axe 
rece 


34. Fractions à arc de cercle fondamental. — Soient Z, = R,(Z) 
et Z,=R,(Z) deux telles fractions permutables. On a vu, en suppo- 


sant que l'arc invariant est ramené à la forme canonique : demi- 


droite (0 + © }, que si l’on pose 
L=W’, Z,= Wi. Z,= W3, 


W, = 8,(W) et W, = &,(W) sont des fractions rationnelles a cercle 
fondamental confondu avec l’axe réel conservant la moitié supérieure 
du plan W. Ces deux fractions sont permutables. Elles sont donc de 
première espèce; et si l'on transforme l’axe réel dans le cercle trigo- 
nométrique du plan ¢ par une transformation homographique, elles 
se raménent à (,= Ch, (= AU (A, et £, entiers positifs ou négatifs 
arbitraires, A‘-'==1). On peut, par une transformation homogra- 
phique sur W, W, et W, qui conserve l’axe réel, supposer que le 
point double attractif commun à &, et , est le point +7 dans le demi- 
plan supérieur, — 7 dans le demi-plan inférieur. On peut alors poser 
W = tangz, on aura | 


À 
= W, = langh;, 5, . W,= tang [43 = |: 
1 — 


À entier arbitraire qu’on peut supposer réduit aux valeurs I, 2, «++, 
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k,—1. Alors 


An 1: 
Z—tang?z, .—=tang?k;z, Z,= tang? [es ray Me à 


ar) 


. ñ — 4 . ,~ avi 
Mais si, par la transformation Z — 7 on transforme l'arc inva- 


riant (o +) du plan Z dans le segment (+1, —1) du plan Z’, en 
posant aussi 


1— 71. 1—Z, 
AS re = ome 
on aura 
tang? | k,z — is ) 
= 1— tang?z 7! — 1— tang? k,z 7! — ‘ AN Ay—1 
*—~ 7+ tang?s’ FE 1+tang?k,z et At 
7 1+ tang* hye — 5 | 
\ i 


Done 


ÀA2T 
Z'-= cos23, Z,=cos2k:3, Z, = cos [ak F rH 2 
= 


Mais, pour que Z, = cos [2 k,3 — goats | soit rationnel en Z’ = cos23, 
7e 


il faudra que -— soit entier. Or 2À varie de 2 à 2(4, — 1) la valeur 


de l’entier eo Aent est I ou 2. 
On a donc | 
Zi, = cos(2k,s + e2T) (E = 0 ou 1). 


ConcLusion. — Les seules fractions permutables indépendantes à arc de 
cercle fondamental ramené à la forme canonique du segment d’axe 


réel oe 1, +1) sont celles qui découlent i théorèmes de multiplication 
du cosinus. 


La fonction entière fondamentale correspondant alors au point 
double Z= +1 de la substitution Z, = 2Z° — 1, par exemple, qui 
exprime Z, = cos 2z en Z = cosz, n’ést pas cosz, c'est 


Z=cosiV2s. 
En effet, le développement ss tah ab V2s est bien — IT+3+..., tandis — 
que celui de cos;z, c’est 1 — — Le 


en Be aloe Mr AA 


+ 


- 


sn PLLA LALO OA 


a ee 
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35. Conclusion générale de ce Chapitre. — Il n’y a de fractions 
rationnelles indépendantes permutables Z,—R,(Z) et Z,—R,(Z), 
parmi celles dont l’ensemble parfait E’ n’est pas identique au plan 
complet ('), que les suivantes : 


1° Celles qui se raménent par homographie sur Z, Z, et Z, a la forme 
canonique Z,=Z', 7,= AZ%, k, et k, entiers positifs ou négatifs arbi- 
tratres, avec A“~'=1. (Les fonctions fondamentales se ramènent 
à l’exponentielle e*.) On peut encore, par une transformation homo- 
graphique commune à Z, Z,, Z,, 
; 1— UC 
aid ies 


les ramener à des fractions qui sont identiques à celles exprimant 


= tangk,z, 62 = tang [as 5 | Liu, ... (but 
jah 


~ 


en fonction rationnelle de 
: ¢=tangs. 


La permutabilité est évidente, et elle se traduit sur 3 par les deux 
suites d’opérations 


3, ky 3; k3k13 — RE T. 
An At Ç Ar 
, ss) der mr ky (442 — r =) Ee Te eg 
dont les résultats 
At At 
Kak,3 — FE: et Er — ÀT 


donnent la mème valeur à la tangente. 

_ 2° Celles qui conservent un arc de cercle. On les ramène à une 
forme canonique en transformant l'arc de cercle dans le segment 
réel (— 1, -+ 1), et les fractions en question ne sont autres alors que celles 
qui expriment 


Z,=cos[kju+en] et Z,—cos[hsu+en] (€&:=o00ul, &=o00ul) 


(1) Parmi celles pour lesquelles E’ recouvre tout le plan, on ne connait jusqu'ici que 
celles qui naissent des théorèmes de mulliplication des fonctions elliptiques connue p(z). 
Voir, par exemple, l'exemple 3° à la page 193 du présent Mémoire, 
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[#, et #, entiers arbitraires positifs ou négatifs ], en fonction de 


Z = cos u. 


La permutabilité exige alors les conventions suivantes sur €, et €, : 

Si les deux nombres entiers 4, et #, sont impairs, €, et €, sont arbi- 
trairement o ou 1; 

Si l’un des nombres #, ou &, est pair, par exemple &,, alors €, doit 
être nul, €, quelconque; 

Si les deux nombres &, et #, sont pairs, €, et €, doivent être égaux 
tous deux soit à o, soit à 1. 


36. Remarques. — 1. Les théorèmes de multiplication rationnels du 
sinus À 
Z,= Sin p3, Z=sins (pour p entier impair = 2 p’+1) 


: T 
rentrent dans ceux du cosinus en posant 2 = = — €. Alors 
Z= cos}, Zp=cos[— p'r + pt]. 


Il. En définitive, la seule transcendante essentielle que nous ayrons 
trouvée dans ce Chapitre, possédant deux theorémes rationnels de multi- 
plication distincts et pour laquelle l'ensemble £,ne soit pas tout le plan, 
c'est l’exponentielle e*. Car e° satisfaisant toujours à la relation 


ekz = in 


il est clair que toute fonction homographique de e* (X constante quel- 
conque) j 

G(s)= ur à 
ce”: +d 
(a, b, c, d, constantes quelconques ad — be £1) sera telle que 
G[4z] = fonction rationnelle de G(s), quel que soit l’entier #, puis- 
qu'en effet | 
PL Len un 
Glks]= cay a? 


e* étant d'ailleurs fonction homographique de G(z), G(ks) sera 


rationnel en G(z). La tangente, ordinaire ou hyperbolique, n'est 


qu'une fonction homographique de e?* ou c?*, Quant au cosinus, il se 


EE Sn TR IA A i iy i ee mt 


Na jen 0p ts — gel AN 
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déduit de la tangente par la transformation du deuxiéme degré 


1 — tang?< 
COS 25 = 
1+ tang?z 
ou de l’exponentielle par 
e’iz br 
COS 3 = — 
Era 


également du deuxième degré. 
Il n'y a pas d’autre fonction rationnelle de e admettant un double 
théorème de multiplication. 


Ul. Nous avons, en chemin, résolu ce problème : Trouver tous les 
polynomes Z, — P,(Z) permutables avec un autre polynome Z,=P,(Z), | 
indépendant de P,(Z). 


En effet, tout polynome admet le point à l'infini comme point double 
attractif, en sorte que l’ensemble parfait E’ pour l’itération d’un poly- 
nome ne peut jamais être superficiel. Tout polynome doit donc rentrer 
dans la classe des fonctions rationnelles qu’on a étudiées dans ce Cha- 
pitre. 


Il n'existe de polynomes permutables indépendants que ceux qui, par 
une même substitution lineaire sur Z, Z,, Z,, se raménent aux deux 
formes canoniques suivantes ; 


ra 7Z,=P,=Z":, LP LA” (ART Sat 
k, et k, entiers positifs arbitraires ; 


2° Z,= cos(k,u + &7), Z,—= cos(k,u + ET) (Z=cosu), 


k, et k, entiers positifs arbitraires ¢, et ¢, = 0 ou 1 avec la restriction que 


er 


k,e,+e, et k,e, + €, soient de même parité, ce qui entraîne les condi- — 
tions énumérées plus haut. 


IV. Les seules fonctions entières qui admettent deux théorèmes de mul- 
tiplication rationnels et distinets sont les fonctions linéaires de ce et 
de cos As. 

C’est la conséquence de la remarque III pour les fonctions fonda- 
mentales des polynomes permutables indépendants. 
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37. Je vais vérifier, en terminant, la remarque III relative aux poly- 
nomes en cherchant tous les polynomes du deuxième degré permu- 
tables avec un polynome du troisième degré au plus. 

Soit Z, = P,(Z) le polynome du deuxième degré. Par une transfor- 
mation du type Z— aZ'+b sur Z et Z,, on peut toujours ramener le 
polynome du deuxième degré à la forme 

Z,= 7? + k. 
Soit alors 
Z,= a,2+ a,7?+ a,Z + ay 


un polynome permutable. On devra avoir 
(a3Z3 + a,Z7? + a,Z + a) + k= az(Z?+ k)* + a,(Z?+ k)*+ a,(Z*4- k) + ay. 


Le deuxième membre est pair en Z. Le premier doit |’étre aussi. 
Done ; 
@3,a;= 0, @)a,=0, Q)a3-+ @,a,=0. 


1° Sia,;#o, ona < 
a,— 0, dy — 0; 
et 
(a2+ al) +k=a(2+k)+a(Z?+ k); 
d’où 
ua, 24,a;— 3a3k, ai = 3a;k+ a, k=a;k*+ a,k. 


On a supposé a, #0, donc a, = 1 nécessairement, puis 
aa,=3k, ai=3h+a, k=h+ak. 


Les deux derniéres équations donnent, en vertu de celle qui pré- 
céde, 


3 3k? k 
es RS Ep Fe _ aa 
= A+ =k et re fe BP te 


Dans ces conditions, ou bien # = 0, alors a, — 0, et les fractions se 
réduisent à 
ie Z?, 
1= 7, 
ou bien & £0 et alors on a, d’après les deux dernières équations, 
ae: 
kK? + -k—1=0, 
2 


As = k=—2; dou ays — Jy 
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On n'obtient donc que les deux résultats suivants : 


1° 


et par [Z| —7] 


ou bien 


Z =0% | 


ae 7 GE 20?—1 
qui en posant { Z,—2¢, } donnent 
: C= 46 — 36 
Z,= 26, SS ee 


polynomes exprimant cos 2u et cos3u ou cosu. 
Par la transformation [¢|—¢], [G%.|—%.], [%]—.], les deux 
polynomes deviennent 


. ; cos(2u +T) 
qui expriment 


en cosu 


cos 3u 


conformément à la remarque III pour 


Fi, k=, £y—OOU 1, £50; 


2° Si a; = 0, on doit avoir encore 
4:45= 0, CAT 
Si a, £0, il faut a, = a, = 0, et R, se réduit nécessairement à Z, ce 
qui est banal. Donc il faut supposer a, = 0, alors il vient 
(a,Z?+ ay)?+k—a,(Z?+ k)*+ ay. 


Donec 
az=a,, ,Aa,—a,k, a+k=a+ kay. 


Si a = 0, R, se réduit à une constante. Donc il faut supposer a, + o. 
. Alors nécessairement 4, = 1, puis 
@=k et. ai+k=at+k, 


c’est-à-dire une identité. Mais a, = # entraine que 


R.(Z) = 72+ k =R,(Z). 
Le deuxième cas ne donne donc rien de nouveau. 
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SURFACES DE RÉVOLUTION ; SURFACES MINIMA 
SURFACES ISOTHERMIQUES, HÉLICOÏDALES ET SPIRALES 


Par M. Bertrann GAMBIER 


—= 0 —— 


INTRODUCTION. 


1. Deux surfaces S et S, ayant même ds?, la correspondance ponc- 
tuelle résultant de leur applicabilité ne conserve les asymptotiques 
que si les deux surfaces sont égales ou symétriques, solution banale 
de l’applicabilité. — | 

Bornons-nous à une correspondance ponctuelle entre deux surfaces 
S et S, conservant les angles, mais non les longueurs ; en général, 
cette correspondance ne conserve les asymptotiques que si Set S, sont 
semblables, relation banale que nous écarterons. 

J'appellerai P, le problème suivant : trouver une surface S, suscep- 
tible d’être transformée ponctuellement en une autre surface S, avec 
conservation des angles et des lignes asymptotiques. L'énoncé peut être 
transformé ainsi : trouver une surface S susceptible d’être transformée 
ponctuellement en une autre surface S, avec conservation des angles, des 


lignes de courbure et du rapport 5 des rayons de courbure en chaque 


| point. 
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On constate que les images sphériques de S et S, -sont aussi en 
représentation conforme l’une sur l’autre. L'examen dc la réciproque 
conduit à appeler P, le problème suivant : trouver une surface S suscep- 
tible d’étre transformée ponctuellement en une autre surface sa avec 


R 
conservation des angles et des lignes de courbure, les rapports = et R- Rs = des 


rayons de courbure principaux aux points correspondants étant pe 
et de signe contraire. 

On obtient le résultat élégant suivant : /a condition nécessaire et suf- 
fisante pour qu'un couple S, S, soit solution de P, ou P, (à l'exclusion de 
l'autre bien entendu), c'est que S et S, étant en représentation conforme, 
leurs images sphériques soient aussi en représentation con forme. 


2. On sait que la sphère ou une surface minima quelconque donne 
une solution aussi bien de P, que de P,. Ces deux cas écartés, la sur- 
face S doit, pour donner une solution de P, ou P,, satisfaire à un 
ensemble d'équations aux dérivées partielles assez difficile à étudier 
complètement : en tout cas, on démontre assez aisément que si la sur- 
_ face S,, qui doit correspondre à S, existe, cette surface S, ne peut 
dépendre que de deux paramètres au plus en négligeant, bien entendu, 
une similitude. 

La méthode consiste à supposer S donnée et rapportée à ses lignes 
de courbure. La détermination de S, revient à trouver une certaine 
fonction auxiliaire K(w, ¢) satisfaisant à deux équations aux dérivées 
partielles du second ordre dont les coefficients dépendent de la sur- 
face S. C'est l’ensemble des conditions de compatibilité de ces équa- 
tions en K que l’on doit former pour trouver toutes les surfaces S 
solutions de P, ou P,. Une surface S peut, sans contradiction, être 
solution simultanément de P, ou P,. 

On pourrait modifier légèrement cette méthode et faire intervenir 
du premier coup la fonction K et les fonctions caractéristiques de la 
surface S (représentation sphérique de S et rayons de courbure de S): 
on a alors un système de cing équations aux da partielles à cinq 
inconnues. 


Sans résoudre complètement la questian, on peut néanmoins mettre: 


en évidence des solutions intéressantes; je ne rappelle la sphère etles 
surfaces minima, que pour mémoire. 


ne 


© 2 à im me 


R’ 
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Une surface de révolution quelconque donne æ*? solutions de P,, x? 
solutions de P,. Les surfaces S, associées à S par P, sont aussi de ré- 
volution; les parallèles et méridiens de S se transforment respective- 
ment en parallèles et méridiens sur S,; on peut remarquer qu’en faisant 
varier par continuité les deux paramètres dont dépend la surface S, on 
peut réduire cetté surface S, à la surface S, le point M, homologue sur 
S, de M sur S venant se confondre avec M. Si l’on prend maintenant la 
surface = de révolution et isothermique associée à S, toutes les sur- 
faces Z, déduites de Z par le problème P, forment une famille conti- 
nue à deux paramètres associés à S par P, et cette famille X, résout 
entièrement le problème P, pour la surface de révolution S donnée. 

Si la surface de révolution S a ses deux rayons de courbure principaux 


R, R’ lies par la relation É =m, où mest une constante, la surface S est 
déterminée à une homothétie près : les surfaces S, ou X, précédem- 
ment déterminées subsistent, avec cette particularité que la surface S, 
coincide avec S dans son ensemble, mais non point pour point : S ad- 
met donc «? auto-transformations ponctifelles du type P, (une de ces 


transformations étant d'ailleurs la transformation identique); £ est la 


surface de révolution définie par l'équation es — — m, et toutes les 


surfaces ©, coincident avec Z, chacune dans son ensemble. Mais de 


plus, dans ce cas particulier, la surface de révolution T définie par 


R I . " Poe 
= > correspond elle aussi par P, aS, les méridiens de T correspondant 


cette fois aux parallèles de S et inversement ; ily a évidemment æ° corrcs- 
pondances P, différentes pour S et T; la surface de révolution © défi- 
nie pare = — = correspond par P,, elle aussi à S (avec &° modes). 
S et T épuisent complètemént P, pour la surface S actuelle, = et © 
épuisant complètement P,. 

Une surface isothermique S quelconque fournit avec sa surface 1s0- 
thermique associée Z un couple solution de P;; essayer de résoudre P, 
pour § revient alors, si l’on écarte la solution 2, à résoudre P, pour 
cette surface Z: donc pour les surfaces isothermiques, on peut, à un 
certain point de vue, dire que P, et P, se fondent en un seul problème. 


3. La longueur des calculs ne m’a pas permis d’élucider complète- 


rs 
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ment P, ou P, et de donner une classification compléte de toutes les 
surfaces solutions de P, ou P,. D’ailleurs on sait que la recherche des 
surfaces isothermiques est un problème difficile; or ces surfaces ne 
constituent qu’une partie de la solution de P,. 

Il était assez naturel de passer en revue les surfaces classiques : je 
montre donc que certains hélicoïdes ou certaines surfaces spirales don- 
nent des solutions de P, et que certains hélicoïdes ou surfaces spirales 
donnent des solutions de P,. Je change alors légèrement de méthode 
et construis directement un hélicoide ou une surface spirale corres- 
pondant à la première surface donnée : mais je n’ai pas élucidé si 
toute surface hélicoidale ou surface spirale est solution de P, ou P,, je 


n’ai pas non plus élucidé si à l’hélicoide ou à la surface spirale que j'ai. 


déterminés, correspondent d’autres surfaces que la surface unique 
obtenue dans le texte. | 

J'ajoute une dernière remarque : Si S est solution de P, avec, non 
pas une seule, mais plusieurs surfaces associées S,, S,,... en nombre 
fini ou infini, ces diverses surfaces S,, TEE se correspondent entre 
elles par P,. Cette remarque a été utilisée pour les surfaces de révolu- 
tion; elle montre le lien intime qui existe entre P, et P,. Le calcul 
ultérieur montrera une parenté encore plus intime entre P, et P,, car 
P, se ramène a l’étude de deux équations du second ordre E‘et E’; P, 
se ramène à l'étude du système E, E” où E est l'équation déjà trouvée, 
tandis que E’ et E” qui sont des équations de Laplace ne diflérent que 
par le terme constant. 

Le problème P, a été étudié, ou du moins amorcé, par le mathéma- 
ticien allemand Stäckel, en trois Mémoires: d’abord sous le titre Ueber 
Abbildungen (Mathematische Annalen, t. XLIV, 1894, puis sous le titre 
fase zur Flächentheorie (Leipziger Berichte, t. ALVIIT, 1896, et 

+ L, 1898). Divers résultats intéressants avaient été obtenus par 
satin l'auteur, rapportant les surfaces à leurs asymptotiques, 
n'avait pas aperçu ce fait intéressant que les représentations sphéri- 
ques sont elles aussi en correspondance conforme, de sorte que la 
réciproque de cette propriété et, par suite P,, lui échappenttotalement. 
La solution fournie par une surface de révolution quelconque ne lui 
apparait pas; en 1894 il trouve, avec une faute de calcul rectifiée en 
1896, une surface particulière dont il n'aperçoit qu’en 1898, sur une 


nn DS emeemeatient 


mn à ee mm 


Een — ne 
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remarque de M. Bianchi, que c’est une surface de révolution : c’est 
+ i Ay R 

celle que j'étudie spécialement, dont le rapport 7; est constant. 


D’ailleurs Stackel n’apercoit que les correspondances qui transforment 
cette surface en elle-méme et laisse échapper celles qui donnent la 
surface de révolution caractérisée par Ja valeur constante, inverse de 


la précédente, du rapport a Les hélicoides et surfaces spirales lui 


échappent totalement. Je puis donc considérer que je fais ici ceuvre 
complètement originale (‘). 


4. Dans le premier Chapitre, je délimiterai les conditions analy- 
tiques du problème et je traiterai complètement les surfaces de révolu- 
tion. J'y traiterai ensuite les surfaces isôthermiques, hélicoïdales et 
spirales. | 

Dans le second Chapitre, je m’occuperai exclusivement des surfaces 
minima, et j'aurai ainsi l’occasion de rappeler des résultats que 
M. Goursat a obtenus aux Acta mathematica, t. XI, 1888, et d’autres 
que j'ai obtenus à propos des courbes à torsion constante (Annales de 
l'École Normale, 1919), du paraboloide (Bulletin de la Société mathé- 
matique, 1921 et 1922), et des couples de surfaces minima qui se cor- 


DRE D ee ee 


1) Je dois formuler une critique beaucoup plus grave. En 1893, M. Kænigs a signalé 
ce beau théorème que deux surfaces S et Sy applicables étant rapportées à leur système 
conjugué commun, les six coordonnées x, y, 2, el 41, J'1, 31 des points homologues M, M; 
satisfont à la méme équation aux dérivées partielles 

2 
La + A(u, +) = + B(u, = = 

D'ailleurs «?-+ y2+ 2?— x? —y7— 21 est une septième solution. Or Stäckel, dans le 
Mémoire de 1894, page 563, énonce celte proposition fausse que dans toute correspon- 
dance ponctuelle de deux surfaces S. et S;, le système conjugué commun fournit la méme 
équation de Laplace sur chaque surface. On sait qu’en général on a deux équations dis- 
linctes : cela résulte de ce fait évident qne je peux choisir la première équation de La- 
place arbitrairement et prendre pour 2, y, 2 trois solutions de cette équation; je choisis 
ensuite une seconde équation de Laplace arbitraire, distincte de la précédente et je 
prends trois solutions 74, y1, 21 de cette équation. Les deux surfaces S et S; sont ainsi 
rapportées à un système conjugué commun et comme l'équation de Laplace relative à un 
système conjugué donné sur une surface est unique, la proportion de l'auteur allemand 


se trouve inexacte. 
A 
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respondent comme focales d’une même congruence rectiligne, avec 
conservation des angles, des lignes asympoptiques et des lignes de 
courbure (Comptes rendus, 2 novembre 1920). 

Un géomètre japonais de valeur, M. Ogura, a traité des questions 
apparentées à P, ou P, au Tohoku Mathematical Journal (1917) et aux 
Proceedings of Tokyo Mathematical Physical Society (1918). 


CHAPITRE I. 


CONDITIONS ANALYTIQUES DE P, ET Py. SURFACES DE REVOLUTION. 
SURFACES ISOTHERMIQUES. SURFACES SPIRALES OU HELICOIDALES. 


1. Si une représentation conforme conserve les asymptotiques 


Lae a ts R 
l’angle de ces dernières est le même aux points homologues, donc 5; 
conserve sa valeur; les bissectrices des directions asymptotiques se 
conservent; comme elles enveloppent les lignes de courbure, ces der- 
nières se conservent. 

Si, dans une représentation conforme, les lignes de courbure se 
conservent, cela ne suffit pas pour conserver les lignes asymptotiques; 
par exemple, la déformation d’une surface de révolution en une autre 

P . R 
surface de révolution. II faut de plus que le rapport 5 se conserve avec 
son signe. De la les deux énoncés équivalents donnés dans l’Intro- 
duction pour P,. 


2. Soit un couple (S, S,) lié par la correspondance (M, M,) du type 
P, : je prends les images sphériques m et m, de Met M,. II est clair 
que la figure plane formée dans le plan tangent a S en M par les deux 
directions asymptotiques, deux tangentes MT et MT’, les tangentes M 
et MO’ respectivement conjuguées, est superposable à la tigure plane 
homologue relative à S, et M,; or l'angle des tangentes sphériques 
mt, mt’ correspondant à MT et MT’, est égal à l’angle MO, M0’; donc 
l'angle correspondant m, ¢,, m, ¢, est égal à l'angle mt, mt’; les images, 
sphériques de S et S, sont donc en correspondance conforme. 

L'étude de la réciproque: S et S, étant en correspondance conforme, 
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leurs images sphériques sont aussi en correspondance conforme, est 
intéressante et conduit à envisager les deux énoncés P, et P, distincts, 
s’excluant mutuellement, qui ont déjà été donnés dans l’Introduction. 

Un arc infiniment petit MN issu de M sur S, de longueur ds, a pour 
homologue un arc M, N, surS, de longueur ds, où « dépend unique- 
ment de la position de M, mais non de l'orientation de MN; l'arc mn 


. de la représentation sphérique de S a pour longueur do et m,n, pour 


longueur Bdo où B ne dépend aussi que de M. Appliquons ceci aux 
lignes de courbure de S; le cas presque évident, où S est soit sphère 
soit surface minima, étant exclu, ces lignes sont caractérisées par ce 
fait qu'elles sont orthogonales et ont pour image sphérique un réseau 
orthogonal; cette double propriété se conserve par représentation 
conforme, donc ces lignes restent lignes de courbure. Si MN est ligne 


a = ae à MN ds 7 
_ de courbure, le rayon principal correspondant est — ou 7; pour S, 


d: à 
nous trouvons Z%, autrement dit 
IG} do 


Rice 


car ce raisonnement n’a pas tenu compte des signes de R et R,. 
On a de même | 


Ri=+ BR’ 
donc 
R,_ + R 
eae ee R' 


La réciproque est donc établie. On sait d’ailleurs depuis tongtemps 
que deux surfaces minima forment un couple S,S, solution de P,, que 
deux surfaces isothermiques associées, qui ont meme représentation 


_ sphérique, sont solutions de P,. , 


Les problèmes P, et P, ont une liaison remarquable l’un avec l’autre 


"que nous constaterons à diverses reprises. 


3. Je me débarrasse du cas où S est une sphère ou une surface 
minima. Re | | 

Pour le problème P, supposons que S soit une sphère; la surfaces, 
ayant en chaque point ses rayons de courbure principaux égaux est 


se 
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aussi une sphére que nous pouvons supposer coincidant avec S et il 
suffit de mettre S en correspondance conforme sur elle-même, ce qui 
revient a déterminer la fonction analytique de variable complexe la 
plus générale, ou, si l’on se borne au domaine réel, à trouver deux 
solutions adjointes de l'équation 


Pour le probléme P, supposons que S soit une surface minima, il 
en est de même de S, : je reviendrai au Chapitre IJ sur ces surfaces, 
mais nous savons déjà par les propriétés classiques qu elles possédent 
deux 20° représentations P, l'une sur l'autre. 

Pour le problème P, supposons que l’une des surfaces soit une 
sphere, l’autre est surface minima et inversement. On sait déjà qu'une 

sphère S et une surface minima quelconque S, sont, par plans tangents 

parallèles, en correspondance P,; il suffit pour avoir la correspon- 
dance P, la plus générale entre ces deux surfaces, de déterminer la 
correspondance conforme la plus générale de la sphère sur elle-même, 
question traitée à l'instant. 

Nous pourrons donc écarter désormais ces cas; en mettant en équa- 
tion les données du problème, nous verrons d’ailleurs comment ils se 
manifesteraient automatiquement comme cas exceptionnels. 


4. Je m'occupe d’abord spécialement de P, et je peux écrire, en 
changeant légèrement les notations habituelles et en rapportant S et S, 
à leurs lignes de. courbure : 


| ds? = Atdu? + C'dv?, ds? = A? du? + C?dv?, 
| do? = at du? + c?dv?, dai = a? du? + c?dv?; 
\ Afdu? + Ci dv* = 2 (Atdu? + Cide?), 


(3) | D, da? + Di dv? = p? (D du? + D'dv?), 


(1) 


A, u étant certaines fonctions de u, ¢. On a done 


Ce erent. 

Re | D D 
wR eR 

[R= tae Ta 


te 
to 
cr 
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Les formules d’Olinde Rodrigues, 


(4) Oz Oy Ox, dy 
| ph ps ET [uaa a 
donnent . 
A D CiusiD' 
5 le | es , EE =. =) 
(9) SANS A en Mie AC 
d’où | | 
(6) a= "as oe ee 
Si l’on pose | 
ci 
Nee oF hk= 6s 
(7) = 
2 
k=,  hk=à, 
on aura ~ 
(8) de kde, Ry=A?R, RY = APR’, 


on a bien obtenu une correspondance conforme sur la sphère. On 
déduit de (4) par dérivation 


2 
(9) 3 | (RR) de ODT : 
et formules analogues en remplacant y par ÿ puis y’et l’on en déduit 
aisément 
| (RR) +a me, 
Se (R'— R) +R 0 


Les relations (10) s'appliquent à S,, ce qui revient à remplacer a, c 
par ka, ke et R, R’ par MR, A°R':.en tenant compte de (10) on a ainsi 


4 t ok 1 2 dh sr 
| ae ee eT Er 
(11) oT oon 
| AN solkieas Cor) 


+ Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Aovur 1922. 29 
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ce qui revient a écrire 


0 a ee 
R (logé) =R Ju (1084), 


(12) a à 
R 7 (084) =R = (logaA). 


Les équations (12) donnent la clé du probléme; elles entrainent 
une relation de forme élégante qui ne nous servira pas : 


(13) 2 (og k) À (log) = 2 (logy) (1083). 


5. Une solution banale se met en évidence : si l’une des quantités # 
ou À est constante, l’autre l’est aussi. Une homothétie ramène le ds? 
de S, à coincider avec celui de S, et alors, puisque les asymptotiques 
se correspondent, S et S, sont égales ou symétriques, donc 4° — 1. 
Nous avons écarté ce cas banal. 

Si R=R’ on a À —4#, c’est le cas de la sphère; si R= — R’ ona 
Ak = 1, c’est le cas de deux surfaces minima. Nous écartons ces cas; 
on doit alors éliminer A entre les deux équations (12); je pose 
(14) Fr. 
et j'ai 

; R' R)\ @K 0 /R\ OK 9 /R’\ OK _ 
Cee) ph ied ( os wv) Danette (R) Be LUE (x) aces: 


Cette équation (15) n’est une identité que si R= +R’. 

Nous supposons que nous partons d’une surface S donnée; la sur- 
face S, est l’inconnue; il faut considérer les fonctions A, C, a, c, R, R’ 
comme des fonctions connues de u, ¢ et chercher les fonctions A, # 
ou À, 4. La fonction k ou K satisfait déjà à l'équation (15). Or l’élé- 
ment do*= a*du? + c? dy? se rapporte à une sphère unité, de sorte 
que a et c satisfont identiquement à la relation bien connue 


) (1 Oa 0 (1 dc 
6 mire epee = 
Sede dv ( Se) + Se (5 TR) +ac—o. 


‘ 


L'élément do} = k?(a?du? + c? ds?) se rapportant à la mème sphère, 
on devra écrire que (16) continue à être vérifiéc si l’on remplace a, c 


dm a 


eat ee » 


nt ER ASE 
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- par ka, ke ce qui donne, en tenant compte de (16), 


(E) (17) (3 D) taal xa) + (e?§ — 1) ac = 0. 

Si les deux équations simultanées (15) et (17) n’ont pas d'intégrale 
commune en K (autre que K = 0, 4 — 1), il n’existe pas de surface S, 
associée a S par P,. Ce sera le cas général. Si la surface S est choisie 
convenablement, il peut arriver que (15) et (17) aient une, solution 
commune en K(K+0); nous vérifions sans peine qu'à cette inté- 
grale K correspond (sauf similitude négligeable) une surface S, et 
une seule et que la correspondance P, entre S et S, est unique. En 
effet, l'élément linéaire 4?(a?au? + c?dv?) se rapporte à la sphère 
unité et l’on peut, par l'intégration d’une certaine opération de Riccati, 


déterminer les fonctions y,, y, y, de u, s telles que 


YITYÉ+Y = - 


8 
(1 ) dy? er dy? dix dy? — k? (a? du? or c? dv?), 


Les diverses intégrales de l’équation de Riccati donnent toutes le 
même réseau (y,, Y,, Y,) à un déplacement d’ensemble près sur la 
sphère, ce qui ne peut que produire un déplacement ou similitude 
sur S,. Le réseau (y,, y, y.) est orthogonal, donc conjugué et par 


* suite y,, y, y! sont solutions de l'équation 
(A ÈS CET Om TS 


076 1 da, 00 1 Oc, CLEA 


(19) Te AR Orr da or Ov 


Les formules (12) permettent d’obtenir À par une intégrale de diffé- 
rentielle totale, à un facteur numérique près, qui ne peut que pro- 


duire une similitude sur S,. On calcule À par la formule A’ = = et 


alors les relations (11) ou (12) expriment que les équations (10) sont 
vérifiées si l’on y remplace a, c par ka, ke et R, RB’ par R, = ÆR, 
R, = /?R’. L'équation (1g) peut donc s’écrire 


| 0?0 OR, 00 OR, 00 


2) Ani Ms) sae deg. De dE 

ce qui exprime que | 
LT LE 

(21) — feng, du+ R's (2 
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est une intégrale de différentielle totale si l’on remplace 0 par y, 
ou y, ou y, : les quantités æ,, y,, 3, ainsi calculées donnent manifes- 


tement une surface S, rapportée à ses lignes de courbure et l'on a 


ds? = h'LR* a? du? + R'?c? de?) = hb k*(R? a* du? + Rc? dv*), 
“et tenant compte de 

Wtk=, a@R=A,  cR'=C, 
(22) dst —M ds, dat = k* do’, 


Pour chaque intégrale commune # on a eu, moyennant une intégra- 
tion d’équation de Riccati et le calcul de quatre intégrales de différen- 


tielle totale, une surface S, et une seule (sauf similitude), et une seule ~ 


correspondance entre S et S,. La seule difficulté est'de reconnaitre 
quand les deux équations (E) et (E’) ont une solution commune et de 
combien de paramètres arbitraires peut dépendre cette solution com- 
mune. 7 : à 


6. Je vais maintenant traiter la question analogue pour le pro- 
blème P,. On remarquera que, si l’on prend pour point de départ 
dst = A'du+ Cdt, dst = M(A? dut+ Ct dy), 


5) do? = a? du*+ c* de’, do? — k*( a? du? + c*dy*), 


ra 5 . 
on a deux surfaces S, S, rapportées a leurs lignes de courbure, en 
représentation conforme l’une sur l’autre en même temps que leurs 
images sphériques, on a, d’après Olinde Rodrigues, 
A? ge x 


(24) Ris a’ RAs a? Ri = =; R’, Ry = UR", 


mais en réalité, quand on extrait les racines, il n’y a aucune raison 
d’écrire R= à plutôt que R= = ; si la surface S est seule étudiée, 
on peut, en changeant a et ¢ de signe si c’est nécessaire, écrire 
Ric à et R’= S mais si la surface S, est étudiée en même temps, 
on aura soit 


al> 
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soit 


et Ri = 


sans qu’un changement de signe sur À ou & puisse faire autre chose 
que ‘changer de signe simultanément R, et R,. Cela montre bien que 
la réciproque étudiée au paragraphe 2 doit se décomposer en deux 
cas et distinguer P, et P,. On peut cire remarquer que /outes les 
relations entre a, c, R, R’, A et C se traduisent par les équa- 
tions (16) et (10) déjà écrites au nombre de trois entre a,c, R, R’, 
puis par A? = a?R?, C?—c?R*. Donc, pour le problème P,, nous 
supposons encore S donnée, donc a, c, R, R’, A, C connues en u et v 
et nous avons uniquement pour inconnues les fonctions # et À telles 
que &?(a? du? + c? dy?) donne encore l’élément linéaire d’une sphère 
unité et que les rayons de courbure R,, Rj, soient donnés par 


(25) RAR, | RL =— AR 


La premiére condition donne pour & l'équation (17) ou (E) déjà 
écrite. Les deux conditions (25) donnent entre a,, c,, R, et R, les 
relations analogues à (10) : autrement dit, on remplace dans (10) 
a, c par ka, ke, R par A?R et R’ par — A°R'; en faisant cette opération 
et tenant compte de (10), on a aisément 

a 0 fe 
R’ = log(a*k) +R 5, l08(Æk)= 0, 
i d et 

— 2 le LINE 

R au lo8(c k)+R Du log(h?k) = 0. 


Ces équations, si l’une des surfaces est une sphère et, par suite, 
l’autre une surface minima, donnent immédiatement cette propriété 
connue que les lignes de courbure d’une surface minima et leurs 
images sphériques constituent séparément un réseau isotherme; en 
effet, si R = R’, S est une sphère et l’on a immédiatement 


ahk=U, chk =V, 


ou U, V sont fonctions de w seul ou ¢ seul; si R=—R, S est une 
surface minima et l’on a 


a8 
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Nous écartons ces cas classiques et l’élimination de k?# entre les 
équations (26) donne 


R’ à 07K AE (i) a 


CE) 33) (-F a co WS) Sma RE 


d [2R' da\ @ 2R 2) = o | 
+ AR 9 — Oe \cR’ du) 


On démontre, comme plus haut, que la condition nécessaire et 
suffisante pour que P, puisse associer une surface S, à la surface 
donnée S, est que (E) et (E”) aient une solution commune en & ou K, 
celte fois constante ou non. A une solution commune, s'il y en a, 
correspond, par l’intégration d’une équation de Riccati et le calcul de 
quatre intégrales de différentielle totale, une seule surface S, (a une 
similitude prés) et une seule correspondance P, de S a S,. L’équa- 
tion (E”) ne peut, comme (E’), disparaître identiquement que dans le 
cas réservé de S sphére ou surface minima. 

Toute la difficulté pour P,, aussi bien que P,, revient donc à voir si 
deux équations aux dérivées partielles simultanées attachées à S ont 
. une solution commune et de combien de paramètres arbitraires 
dépend cette solution commune. 

On peut, si l’on veut considérer comme inconnues d'abord K, 
puis a,c, R, R' de sorte qu’on obtient un système simultané de cinq 
équations aux dérivées partielles : (E, E’) ou (E, E’) suivant qu'il 
s’agit de P, ou P, et les trois équations déjà écrites 


(a fi de), a (1da) 
ie + 5a) + (sg) t=O 


OR |: Vi 

| R—R)S+as=o, 
| PT EC MB; | Lo | 
(HR) +e 0. | | 


du 


7. On aperçoit immédiatement les liens qui existent entre P, et P, : 
l'équation (E) est commune; les deux équations (E’) et (E”), qui sont 
de la forme célèbre de Laplace, ne diffèrent que par le terme constant; 
cette dernière particularité ne pouvait être prévue a priori: elle est 
précieuse, parce qu'elle permet de traiter d’un seul coup les deux 
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problèmes. Je vais écrire, pour abréger, 


munies 2: 5) __RR' 9/R 
TRE RE oe \R’)’ n= a(R) 


rag ite Ho pour EF’, 
y _2RR [9 (BR! 0e Aa dc x 
RE RE [Ou ar de) dv aR Ga) Pak be 


de sorte que les équations a étudier sont 


c a 0.16 0 fa K i 
(E) Er Se4p2 (2) 495 (2) +e —1)ac—0, 
(E:) s—mp—ng—l=o, 


E, condense E’ et E’; p, 9, 7, s, ¢, suivant l’usage, sont ay dre 


Il y a un cas particulièrement intéressant : celui où l’on a 


+ Cl a a 
| du \aR dv de \cR' du) 


On a alors la solution commune K — o à E et KE’: § etS, sont alors 
deux surfaces isothermiques associées : leurs représentations sphé- 
riques coincident; l'équation (30) est l’une des nombreuses formes 
que l’on peut donner à l’équation aux dérivées partielles du quatrième 
ordre définissant la surface isothermique la plus générale. L'ensemble 
des surfaces isothermiques constitue donc une solution particulière 
de P, : la recherche de la surface isothermique générale S s'obtient 


en ajoutant aux conditions P, (conservation des angles, des lignes de 
courbure, in = a) la condition complémentaire qu’aux points cor- 
respondants, les plans tangents à Sets, soient paralléles. On sait que 
l'intégration de cette équation aux dérivées partielles a déjà donné 
lieu à d'importants travaux. , 

En général, si l’on a pris pour surface S une surface isothermique 
quelconque, les équations (E), (E”) n’ont pas d’autre solution com- 
mune que K=o, #—1; on a un couple S, S, unique composé de 
deux surfaces isothermiques associées (ici on n’a que trois quadra- 
tures de différentielle totale ). 
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Mais supposons que nous posions le probléme P, pour une surface 
isothermique S donnée : nous remarquons qu’alors E’ ou E” coincident : 
la solution K = o qui a été utilisée avec fruit pour P, ne donne rien 
pour P,, puisqu'elle conduit à une simple similitude. Si K =o est la 
‘ seule solution commune à E et E’, S n’est pas solution de P,, elle est 
solution de .P, avec une seule surface associée, isothermique aussi. 
Si en dehors de K—o il y a d’autres solutions, à une telle solution 
choisie correspond à S par P, une surface S, et par P, une surface %, ; 
on voit immédiatement que S, et 2, sont isothermiques, puisque les 
lignes de courbure se conservent et que la représentation conforme 
transforme un carré infiniment petit en un autre. carré ; d’ailleurs 
S, et Z, sont entre elles dans la relation P, et, de plus, ont méme 
représentation sphérique, puisque # étant connue en « et y on ena 


déduit y,, y,, y, aussi bien pour S, que Z, : doncS, et Z, sont deux | 


surfaces isothermiques associées. Donc, dans ce cas, la surface isother- 
mique S a donné par P, un certain nombre de surfaces associées S, 
isothermiques aussi; si X, 4, désignent les surfaces isothermiques 
associées de § et S,, on voit que S est solution de P, à divers titres : 
d’abord à cause de %, puis à cause des surfaces 2, correspondant 


une à une aux surfaces S,. On remarquera qu’un couple (S, X,) est. 


une solution de P, nouvelle par rapport à un couple isothermique 
associé : si dans le couple (S, £,) chaque surface est séparément 
isothermique, chacune diffère de la surface isothermique associée de 
l'autre. Dans le diagramme | 


1 


Mm 
Mw 


chaque couple (S,S,), (2, £,) est solution de P, et chaque couple 
(S, Z,) et (S,, Z) est solution de P,. 

Nous appliquerons ce résultat plus tard en remarquant qu'une 
surface de révolution quelconque est solution de P, (la surface S, 
dépendant de deux paramètres) et, de plus, est isothermique. 

Pour finir ces généralités, anticipant un. peu sur les résultats a 
venir, si (E) et (E’) sont compatibles, la solution commune & dépend 


de 2, 1 où © paramètres : soit S, une surface associée a S par P,; | 


cette surface S, est aussi solution de P, et de la mème catégorie que S 


Que ne gs tn eee 


ee eee «© 
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au point de vue du nombre des paramètres d’une surface associée : 
cela est évident si l’on songe que deux surfaces S’ et S”, en correspon- 
dance P, avec une même troisième S, sont par là même en corres- 
pondance P, entre elles. 

Si (E) et (E’) sont compatibles, supposons d’abord que la solution 
commune ne-dépende d'aucun paramètre; à S correspond par P, une 
surface Z; = est elle-même solution de P, et, si S n’est pas solution 
de P, en même temps, à = ne correspondra par P, que la surface S; 
si S est solution de P,, Z aura pour surfaces associées par P, toutes 
les surfaces que P, associe à S; d’autre part, Z ne sera pas solution 
de P, si la solution commune à (E) et (E”) est unique, car toute . 
surface associée a Z par P, serait associée à S par P,; si (E) et (E”) 
ont plusieurs solutions communes, chaque surface Æ est solution 
de P,. à 

Supposons (E) et (E”) compatibles avec une solution commune 
dépendant soit de un, soit de deux paramètres : deux est le maximum, 
comme nous le verrons. A S correspondent par P, des surfaces e 
nombre infini Z, =’, =”, ... toutes solutions de P,, à cause de S, se 
correspondant toutes entre elles par P,. Si S n'est pas solution 
de P,, chaque surface 2, >’, ... n'aura comme associée par P, que la 
surface S. | | 

On voit donc les liens nombreux qui existent entre les deux pro- 
blèmes P, et P,. Remarquons encore que les trois équations (E), (E’), 
(E’) prises toutes trois ne peuvent avoir une solution commune que 
si le terme constant de E” disparait; autrement dit, que si la surface S 
est isothermique. En dehors de ce cas particulier, il y aurait lieu de 
chercher spécialement le cas où (E), (E’) ont une solution com- 
mune & et où, en même temps, (E), (E’) ont une solution 
commune # 4. Les surfaces de révolution nous donneront cette 


propriété. 


8. Étudions maintenant les conditions de compatibilité de (E) et de 
l’équation (E,) qui condense E! ou RB’. Je les écris de nouveau 


c a 0. fe d (a : of 
(E) fr + Se+ pF (2) +99, (2) + (nec 
(E;) - s— mp—ng—l=o. 
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Les coefficients m, n, / ne dépendent que de la surface S et ne ren- 
ferment ni K ni ses dérivées. (E,) dérivée par rapport à u ou v 


7K 0?7K 2s : 
donne +35, OU 579,83 en dérivant (E) par rapport à uw ou 9 on a 
3K 
ensuite Be oa =; donc le système (E), (E,) n’est jamais en involu- 


tion. Toute intégrale de ce systéme, qui est de forme classique, dépend 
au plus de quatre constantes arbitraires; on va voir que ce nombre se 
réduit, en réalité, à deux au plus. 

En formant les six équations obtenues en dérivant deux fois 
en u et , (E) et (E,), on a six équations linéaires entre les cinq 
dérivées 

o*K o*K o*K 
Out’? uw”? dw 


qui doivent se réduire à cinq; si cela a lieu en dérivant (n — 2) fois 
chaque équation (E), (E, )les équations obtenues se réduisent à n +1 
qui déterminent sans ambiguité toutes les dérivées 


D Eiiion. HR 
ou” ° 2 av” 2 
(E,), par exemple, donnera 
dK d"K d"K 
du" dv dude ‘? Quovrt 
et (E) donnera les deux dérivées restantes LT Te + Donc, tout revient 


bien à écrire que les six équations que je peux appeler 


@E _ aE dE 
‘Jui = 0, ide = 0, dut = 0, 
OR, > OE, ak, 
Oat > SOND TGS Fi Que 8 


se réduisent à cinq; or, on voit immédiatement que la combinaison 
@E corr, ade, 
— Se 


ne contient plus de dérivées du quatrième ordre; donc, en l’égalant 
à zéro et en remplaçant les dérivées du troisième Pi par les expres- 


~~ i 


OE aa 
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sions déja calculées, nous formons une nouvelle équation du second 

ordre E, que doit vérifier la fonction K. Tout reviendra donc a étudier 

le système E, E,, E,. Nous pouvons former E, par tel procédé que 

nous voudrons; pour cela, je dérive E et E, chacune une fois, soit 

. 7 ‘ . 3 3 . 

en u, soit en v; l’équation E, donne donc Le Ag us je prends 

‘ ; vate du? dv du dv? 

l'équation Fons la forme écrite dans ce travail, en dérivant en u et. 

3 
remplaçant =: par la valeur déjà obtenue et s parmp + 79 + /, nous 


obtenons les expressions suivantes : 


dŒK 0 
or a mr + (mn + Fp + (x + lg REC 
aK am an al 
ee — 2 Eee = Se ess 
: HET nt +(m + 2 p + (mn + Eg + ml + Fo 
(31) aK a 0 
LG + Agt + Asp + Ag + As—2ekpar— ef SE (ac), 
ek ‘ c oO 
Lors —B,t + Bar + Big + Bip + Bs— 26% 90? — eT Tr BL 
où l’on a 


ines et, ao(/(a 
= Set alg) 
at om dt TE am d (a 
Pee (fini ch ial Ene et) pue 
(32) meee = (m + me) c = (5) c we) 
A —F(ma+ F ere I fe 
= 3 de c ov\c) c duos cp 
Fa 2 ol a 0° a ao 
da 2 (me + 35 )— 216 Ce) tant 


Les A, ne dépendent ni de K ni des dérivées de K. 

En permutantu,¢; ret l;petq;™ et n, on déduit de chaque expres- 
sion A; l'expression B; de même indice. Bien entendu, en vertu de E, 
r et ¢ ne sont pas indépendantes et les expressions (31) pourraient être 


* modifiées de forme : on les obtient sous la forme du texte en suivant 


servilement le procédé. On voit aisément que E, est équivalente à ce 


” . , 1d (0K 9 { ®K , 
que l'on obtient en égalant 3; (Sa) et — Con On obtient donc 


16 
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une équation un peu longue : 
dK om d =) 
ms (SG +mn)r+r (mn + 
LR 0 ol 
+ (n+ sn )imp + ag +0) +95 C + sn) + (+58) 


dK OA, 07K OA, I 
= Ass +" ae wea oe + As (mp + ng + ) 


(33) 


+ pS +Ast+95— + TT 4et® pa? — 2e** a? (mp + ng + l) 


da aa d [a à 
= K ng —— ees à 0 Li 
4e? pa 2e? q= Ju (20) — + E a ac)). 
Enfin dans (33), si l’on remplace les dérivées troisièmes de K par 
les expressions (31), on obtient une équation linéaire en r, £. C’est 
cette équation définitive que j'appelle E,. J'appelle A le déterminant 


par rapport a7 et ¢ de E et E, ; ce déterminant est le même soit pour P,, 
soit pour P,. 


Premier cas. — La surface S ne satisfait pas à l'équation A = o. 
Alors le systéme E, E,, E, peut étre remplacé par 


r=sf,(u, v, K, P, q)s 
(34) s=mp+nq+l, 


t = fi(u, v,K, p,q). 


Nous devons former les équations 


de es oe godes 4 À | 
de du de de ? 
La première est 


ch 1 Sal om on dl 


Pu Tt aes pu 9 


| 
| 

ap (MP +794 1) | 
— mf,— n(mp + nq + D) — | 
| 


{ 3 3 | x 
Or /, contient le terme Lex C pq unique de son espèce; de même fs 


4 x ce . » . 
Fr le terme aC Pg9; il en résulte que le terme otf, contient 
un terme en e“ p?q qui ne se réduit pas. 


ta LCI 


ER 
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Donc l'équation (35) est une équation du premier ordre, non iden- 


tiquement satisfaite. De même o S =o contient un terme 


en epg? qui ne se réduit pas. Si ces deux équations du premier 
ordre sont distinctes, la fonction K, en cas de compatibilité, ne 
dépendra que de 1 ou o paramètre arbitraire. Les deux équations du 
_ premier ordre peuvent se réduire à une seule : ainsi chacune pourrait 
se réduire à p?g — 0, pg? — 0 respectivement, de sorte qu’elles se 
réduiraient dans leur ensemble à une seule équation, p — 0, par 
exemple. Dans ce cas, la fonction K satisfaisant à une équation du 
second ordre et une équation du premier ordre ne pourrait dépendre 
_que de deux constantes au plus. 


Deuxième cas. — La surface S satisfait à l’équation A = 0. 

L’élimination simultanée de r, ¢ entre E et E, étant faite, le terme 
en epg ne peut disparaitre, on obtient donc une équation du pre- 
mier ordre en K; K vérifie de plus E;, donc comme précédemment, 
en cas de compatibilité, K ne peut dépendre que de deux constantes 
au plus. | | 

Donc, de toutes façons, s’il y a compatibilité, K ne peut contenir 
que deux paramètres au plus. Les équations de compatibilité sont 
autant d'équations aux dérivées partielles que doivent vérifier a,c, R,R’, 
équations que l’on pourrait ensuite former en supposant l’équation 
de S mise sous la forme z—/(x,y) et prenant æ et y comme 
variables indépendantes. Nous allons voir immédiatement que les 
surfaces de révolution satisfont soit à P,, soit à P,; nous verrons que 
certains hélicoides ou surfaces spirales donnent une solution soit 
de P,, soit de P,. Le fait intéressant est précisément que les surfaces 


de révolution donnent le maximum de paramètres. 


9. Faisons la discussion complète dans le cas d’une surface de révo- 
lution (‘). Je prends alors 
(36) do? = du? + sin*u dv*; 


(*) Il suffit de discuter P;, car Z étant la surface de révolution isothermique associée 
à S, le problème P, posé pour S est identique au problème P; posé pour >. 


, 
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autrement dit, a=1, c = sinu. Les fonctions R et R’ ne dépendent 
que de u, donc m est nul, et n est une fonction de u seul, qui est 


nulle si le rapport i est constant, qui n’est pas nulle si ce rapport 
n’est pas constant. 


Supposons d’abord que 5 R soit effectivement fonction de u, variable 
avec u. L’équation (E, ) est 


(37) s— —q=0, 


où U, désigne une fonction connue de u, telle que U; soit non iden- 
tiquement nulle. En prenant pour K une fonction U de u seulement, 
E, se trouve satisfaite et l'équation (E) devient une équation différen- 
tielle ordinaire du second ordre _ 


(38) À (U'sinu) +(e —1) sing = 0, 


qui s'intègre aisément, avec deux constantes arbitraires ; nous l’inté- 
grerons plus bas par des considérations géométriques et nous trou- 
verons les surfaces de révolution S, annoncées dans l'introduction. 
Il s’agit de montrer qu'il n’y a pas d’autre solution. En effet, l’inté- 
grale panera de (37) est, avec deux fonctions arbitraires U de u, 
V dev, 


(39) K=U,V+U, 


V’ =o donne la solution indiquée déjà; on va voir que V’ 0 conduit 
à une impossibilité. On a, en effet, si Vo, 


Pag} P=UV +U', : g= UV, r= VV +U", 
‘tel, M, t= UV 
et l'équation (E) devient 


(41) (UV +U" 


KV + U')cosu + (e** —1) sinu = 06. 


_ Dérivons par Petes, avet Teena} #0,ona 


Le 26% sin?u + Li 


(42) QU" sin « + Uj cosu) = VF 


= 0. 


Sey cme 


Pee 
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Dérivons une seconde fois par rapport à ¢ : il vient 
ary. 
43 | ME Ty oth! sl x | Se 
(43) eK U, sin mar) 


Dérivons par rapport à u : il vient 


ue I cosu 1 


. égalité impossible puisque V est une fonction de ¢ non constante. 


: . R 
Si l’on suppose maintenant 5, constant, on trouve, naturellement, 


que K fonction de u seul convient encore, l'équation (38) résout 
toujours la question. Mais nous allons trouver une autre solution. 
En effet, l'équation (E, ) est alors 


(45) £220; 


d’où l’on déduit K=U + V, U fonction de u seul et ¢ de V seul. 
L’équation (E) s’écrit 


(46) sinuS (U'sinu + cosu) + e% sintu + V'=o. 
Dérivonsen# :o0ona 

(47) Vv" + eYelo V'sin’u — 0. 
Dérivons en w: on obtient 

48) és VE Te sink) So. 

( du 


Cette équation se décompose en deux : V'=o donne la solution 
déjà rencontrée; puis on a à essayer 


(49) esinu = C, 


où C est une constante, et cela entraine 


(50)  U'sinu + cos u = 0. 
équation ti} se réduit alone | 
(51) 4 V'+ ev C= 0, 

16% 
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qui ne contient plus que V; donc nous avons trouvé une nouvelle 
solution K et par suite une autre série de surfaces correspondant à la 
surface de révolution donnée. Nous allons développer complètement 
les calculs. 


10. Soit d’abord le cas d’une surface de révolution S quelconque, 
c'est-à-dire dont le rapport des rayons de courbure principaux n’est 
pas nécessairement constant. On a trouvé pour les images sphériques 


de S et S, 
(52) 


| do? = du*+ sin?u dv’, 
| do? = k* (du? + sin? u de?), 


Ane dépendant que de u, la sevonde forme du do? montre que les 
courbes u=const., »=const., forment encore un a de paralléles 
et méridiens. On peut donc écrire aussi 


(53) do? = du} + sin’ u, dv}, 


où u, est fonction de wu seul, 9, de e seul et l’on retrouve un résultat 
classique ow la sphére est en représentation conforme sur elle-méme 
avec conservation des méridiens paralléles. Ona. 


(54) 


sin u, du _ dv ï 
sinudu, dv, 
Chacun des rapports de la seconde équation (54) est donc une cons- 
tante: on aura donc, C et C, étant des constantes (‘) : 


Î 


p, = Ce, 
uy ' u 
tang— = C, lang — 
8 . 1 85° 


(55) ‘ a 
CC, tang* = (: + lang? ) 


u 
1 + Cj tang*© ®æ 
EERE amet 
(1) Pour C = C =1, la surface S; coïncide avec S. Pour G = Ci 1, la nn est 
soumise à une inversion dont le pôle est sur Oz. 


| 
| 


“et og oe PEN RS 
Se ni à 


, 2 
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L'intégrale générale de l'équation (38) est U=logé. Les for- 
Fae (12) donnent ensuite pour À une fonction de w seul par la qua- 
rature 


R 
(56) logh= fg d(os 


On a ensuite 
À À 
(57) R=R RI=R'Z- 

Ces formules montrent que la surface S,, dont la représentation 
sphérique se compose de méridiens et parallèles, est, par suite, soit 
surface de révolution, soit surface moulure; elle est en réalité surface de 
révolution puisque R, et R' sont fonctions de u seul. Pour achever aisé- 
ment les calculs qui doivent donner S,, prenons pour Oz l'axe de 
révolution de S et définissons la méridienne de S comme enveloppe de 
la droite 


(58). ) . æsinu + zcosu=p, 


où p est une fonction de U. On a 


R'=p+p'cotu, 
(59) nn eee 
R—=R'+ ne Eu 


Or on vient de calculer u,, R,, R; en fonction de w. La méridienne 
de S, est donc enveloppe de la droite 


(60) æ Sin u,+ 3 COS — Pi, 


où p, se calcule par la formule 


(61) A= cos, (MEDS, 
la constante introduite par la quadrature (61) ne faisant que glisser S, 
le long de Os. Donc ici la surface S, supposée de révolution, étant 
donnée, il a suffi de deux quadratures pour obtenir une surface S, 
également de révolution correspondant a S par P, et dépendant de 
deux paramètres de forme. 

Une quadrature fait connaitre la surface de révolution = isother- 
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mique associée de S; en effet, la méridienne de Z est enveloppe de la 
droite 

(62) xzsinu+scosu=T, 

et l’on doit avoir 


t+ 1" La p+p" 
T+m'colu pt+p'cotu — 


Si l’on pose t = p cosy, cette équation devient 


LA 
(64) B+ cou — atang u —o. 
Pp 


En tenant compte de la derniére formule (59) ona 


fe tu —cotu es 
Ri VERDE er PET ANS 


donc on peut prendre 
du 
Sy, Re cos { Wainwaore 


Par suite, la surface Z, isothermique associée de S, a pour méri- 
dienne l’enveloppe de la droite 


: 2 du, 
(66) T SIN U, + ÿ COS Uy — COS us [tes 
Cette surface 2, s’obtient à partir de S par deux quadratures, dont 
l’une est celle qui a déjà servi pour S,, à savoir la quadrature (56) qui 
donne À. On remarquera que les rayons de courbure principaux de ¥, 
homologues respectivement de R et R’, sont 


(67) Re, times 
R’ R‘ sin?u R'sin?u 


« 


11. Supposons maintenant la surface S non seulement de révolu- 
: Bi Jove TU 
tion, mais encore telle que pr Soit une constante numérique «. La 


valeur de x détermine, à une homothétie près, indifférente ici, la sur- 
face S : la méridienne s'obtient en résolvant le problème classique : 
une droite Os étant donnée dans le plan, trouver une courbe de ce 
plan telle que la normale en M coupant Oz en N et touchant son enve- 


: 
| 


a 2 © 
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MC. ; 
loppe en C, le rapport MN soit constant en grandeur et signe. La sur- 
face S, déterminée précédemment est de révolution et est caractérisée 
à R sabe 
par la même valeur constante du rapport 5; donc elle coincide avec S, 


mais non point pour point : la surface S admet donc +* auto-represen- 
tations conformes du type P,. La surface = correspond à une valeur 


constante également du rapport = égale à (— a) au lieu de a. 

Une valeur entière positive impaire ou négative paire donne une 
surface S algébrique; dans ce cas, chaque valeur commensurable de C 
donne une transformation algébrique de la surface S. Les résultats du 
paragraphe 4 permettent, sans calculer le ds?, de former aisément les 
équations des lignes de longueur nulle et des asymptotiques; en effet, 


ona 
A=aR, (eres AT, 6 — SIN UW. 


On en déduit 


A œ 
68 = = ) 
pos) C sin u 
puis 
D A°Ca, D’— AC"c, 
: D a 
(69) D — sine 


Les lignes de longueur nulle ont pour équation 


{ GARE EU 
(70) — +d=0 
sin? u 


Pour « entier positif impair ou négatif pair elles sont donc algébriques. 
Les lignes asymptotiques ont pour équation 


a du? 


me dv? = 0. 
sin?u 


(71) 


Quand x est négatif, elles sont réelles et toujours transcendantes ; 
quand « est positif et carré d’un nombre impair, elles sont algébriques. 
Il reste maintenant à voir pour ces surfaces ce que l’on trouve avec 


: : ape ee WR Sete Es 
la solution K = e+” spéciale à ce cas où 5; est constant. Ce qui précède 


rend intuitif le résultat : en effet, nous avons vu que pour la surface 
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de révolution définie par a =a(Rrayon de courbure du méridien, 


R’ de la section normale tangente ou paralléle), un choix convenable 
de paramètre ramène l'équation des lignes de longueur nulle à la 
forme 


(72) a dE? + dr?— 0, 
tandis que l'équation des asymptotiques est ramenée à la forme 
(73) a dE? + dn?= 0, ; 

(on a E=logtang—, nv) 


: . x 1 
Mais gs pour la surface de révolution correspondant à la valeur = du 


rapport À ; on aurait les équations semblables 


2 
Si + dn} = 0, 
(74) de 
ec” + ys — 0, 
et une correspondance 
(75) | Ey =N, 
| MÆE 


conserve à la fois leslignes de longueur nulle et les asymptotiques. Les 
parallèles de l’une des surfaces ont alors pour homologue les méri- 
diens de l’autre et inversement. 

Les formules (72), (73) suffisaient encore pour mettre en évidence 
les 20? auto-correspondances P, de la surface S, définies par 


(76) | É=pE+o, 

/ n= pn'+ a’, 
où p, 5,5 sont trois constantes arbitraires, dont o’ est négligeable 
puisqu'elle ne fait que faire tourner la surface autour de son axe d’un 


angle constant pour chaque point et que nous négligeons une simili- 
tade ou un déplacement : ceci est conforme re niente du texte. Et 


R = 
alors pour la surface Rp = oet la surface À r= = la composition des 


formules (75) et (76) donnent les 2? correspondances P, qui les 


~ nna mm ne. I 2 


- = 


, R? 
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: R I ; . , : 
relient; la surface 5; = — = est donc aussi susceptible d’être mise en 
7 


correspondance P, avec la surface a — « et cela de 0? façons. 
Les résultats analytiques du paragraphe 9 conduisent au même ré- 


sultat; d’abord pour la surface 5; = « la méridienne est l'enveloppe 


. R’ 
de la droite 
; sin® du 
(77) zsinu+scosu = f RUE 
et l’on a 
(78) R= asin%—'u, R= pia" CU. 
Au paragraphe 9 on a obtenu 
) ( logk=U+ V, 
(79 | eVsin u = C, Vi+eë CG? = 0: 


L’équation V’ + e?’C? = o donne en multipliant par 2V’ etintégrant 
V2+ e*¥ C?= Ci, 


ou C, désigne une nouvelle constante, de sorte qu’il suffit d’intégrer 


le système 
V'=Vr— C1, 


( 80) Vv" 


dont la premiére équation fournit par une équation du premier ordre 
la fonction V’ tandis que la dernière donne ensuite V sans nouvelle 
intégration. On trouve ainsi 


eZ. Ci 
LES CchO,(¢— %) 
sd pdf Wine 12 
— sin uch C,(¢ — %) 
C? du? C? dv? 
| ERI i LIT ot nL 
(81) tit sin? u ch? C, (¢ —#0) + chi CP 6) 
C À I 
es pee Saab ab CSRS a 
sin® wz ch* C, (v — % sin®-tuch*  C,(# — %o) 
1 I 
Ris s . 9 R, = =, 
ch® C,(¢— %) ch* C€,(¢— %) 
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Si nous posons 
[ u 
u, = C, log tang —> 
2 
I 
ch Ci(v — vo) 


sh C,(¢ — #9) 


(82) 


sin P; = 
COS Pi — 


les formules se modifient et deviennent 


do? = du? sin?v, + dvi, 
(83) 


1 : 
. =—1 . =—1 
Reo sin“ eee. Ri =sint® oy, 


ce qui caractérise bien une surface de révolution dont le rapport des 


rayons principaux Re” en divisant le rayon du méridien par le rayon 


de la section normale tangente ou paralléle, est égal a = Dans la cor- 


respondance de cette surface avec la première, il y a bien transforma- 
tion de parallèles en méridiens et inversement. 


12. Le cas le plus simple, après les surfaces de révolution, serait 


: R 
celui des surfaces pour lesquelles le rapport des rayons de courbure j; 
est une constante «. Pour le probleme P, l'équation E’ se réduit à s = o. 
Pour le problème P, l'équation E se réduit à 


: ajs ed 2 Ca co 
a QUE dude 84 T Ou dv PORTE" 


qui est aussi immédiatement intégrable. Le déterminant A se réduit 
2 


ici à los (3); or il ne peut étre nul ici, car en dehors des surfaces 
minima ou des surfaces de révolution il n’y a aucune surface jouissant 
à la fois de la propriété d’avoir sa représentation sphérique isotherme 
et le rapport de ses rayons de courbure principaux constants. Il en 
résulte que l’on ne pourrait avoir, en cas de compatibilité qu’une cons- 
tante arbitraire pour K; mais les calculs, même dans cette hypothèse 
très simple, deviennent impraticables. D'ailleurs, en dehors des sur-— 
faces minima et des surfaces de révolution, il n’y a aucune surface 
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A 


jouissant de la double propriété d’étre isothermique et d’avoir le rap- 
port de ses rayons de courbure principaux constant; donc ici P, et P, 
sont distincts. 


13. Il est assez naturel de passer en revue quelques surfaces 
classiques, et de chercher si P, ou P, sont possibles avec une de ces 
surfaces. Il est indiqué de s’adresser aux hélicoides et aux surfaces 
spirales. Avec un choix particulier de courbes coordonnées, autres que 
leurs lignes de courbure, le ds* de ces surfaces a une forme particu- 
ligrement simple, en même temps que l'équation des asymptotiques. 
C’est ce systeme de coordonnées que nous adopterons. 

. Soit par exemple une surface spirale S : j’adopte les notations de 
Darboux, Théorie des surfaces, Tome I, seconde édition, page 149; on 
a pour définir la surface 


X=recos(o+hv), 
(84) Y=re’sin(w+hp), 


= sel: 


h étant une constante; z, 7, » sont des fonctions de w satisfaisant aux 


équations 
Wa=r(14+ h?) +, 


(85) =—s2'+rr'+hra', 
W= ro? + s?+ 7r?, 


où U est une fonction de u; le ds? dé cette surface est 


Mid! noiibi dst — Ute? (du2+ de). - 
On voit aisément que l’on a 
(87) ; PACE SR 
puis 
U2 2? Ass! + 5 UU 
mee aiid isha ie ica! i ne 


de sorte qu'il suffit de calculer z au moyen de U par (87) quand À est 
donné. 
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Au moyen de (84), en tenant compte des équations (85), on trouve 
facilement 
D’ 


= =(i-— h?)r?(zw' —hs') —2hr(r's—raz') + 2(hrr'— ro 
e 


=hs'U?,; 
(89) ft =r(s0!—hz’) (r'—rho')—(r's—r2')(r'h+ro')+2' (hrr'—ro') 
er 
=—hAsU?, 

~ =r(sw'—h2')(r’—rew") — (2r'o!' +re")(r's—rs') + (hrr’—r'o')s". 
La première forme de D’ ou D” s’obtient d'après (84) et, en ordon- 
nant le résultat comme fonction linéaire de z et 3’, on arrive sans effort 
d'après (85) à la seconde forme de D’ ou D”. Pour D le calcul analogue 
serait pénible, il suffit d'exprimer. DD” — D’ au moyen de l'élément 

linéaire pour avoir aussitôt, si z'£o, 
”_ Tez à 
ets = U*(Uu? — UU’), : 
D _ (U?—UU!-+A?s*) UF 


ev hs! 


(go) 


L’équation des lignes asymptotiques est donc finalement 
(gr) [U’*— UU’ + h?s*] du? — 2 h?z2' du dv + h's'"*dv!=o. 
On écartera toute fonction V satisfaisant à U’? — UU”= 0, car on 


aurait simplement une développable; de plus ici la condition pour 
obtenir une surface minima est, d’après (9r) et la forme du ds?, 


— UU"+ A?(s*+ 3?) —0 


- ou 


(92) | (A?U— U")UÙ = 0. 

On écartera Je cas U = Ae“ + Be", qui donnerait une surface mi- 
nima, pour laquelle on connaît la solution complète. 

Le cas 3—0o entraine s=a, puis a? =U?— : et par suite 


U” = 4°U de sorte que ce cas 3°= o est encore à éliminer et que les 


= je aime 


we 


© 
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formules (go) et (91) peuvent être conservées. Pour 2’ = 0, la fraction 
qui donne D a ses deux termes nuls. 
Considérons maintenant une seconde surface spirale S, définie avec 
les coordonnées curvilignes u,, 9, et les fonctions V,, r,, w,, z, de u,, 
avec une constante arbitraire A, : il n’y a donc qu’à recopier toutes 
les formules qui précèdent, de(84)à (92) en mettant partout l'indice 1, 


dU, | 
os. » etc. 


Si l’on établit entre les deux surfaces considérées la correspondance 
ponctuelle 


ie BE dz, Pees 
3, signifiant =P V, signifiant 


(93) U=mu, V,= me, 


nous avons déjà conservé les lignes de longueur nulle; si maintenant 
tenant compte de (93) on écrit que les asymptotiques se correspondent, 
on a manifestement les deux relations 


U?— UU" + h?z? hiss! h3's!3 
(94) U2 —.0,U2 + Aisi ki2,2, - his 


En joignant à (94) les équations 
a 5° = U? — 
(95) Ur 


asp +, 
1 1 1 hi 
on a quatre équations différentielles ordinaires qui déterminent com- 
plètement U, U,, 2, z, au moyen de u, u, et de certaines constantes 
arbitraires nouvelles, quand À, À, et m sont données. De (94) on 
déduit | 
ou, en n’employant que la variable u, 


(96) M— = —) Cat"; 


où C est une constante. Remplacant z, par cette valeur dans (91) 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Aout 1922. 32 
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et (95), ona 


dU, \? aU 
A? LU" —UU"] C2 m2 st"? = ht | (ae) UT | 
! ry U” 
(97) s+ 32— Ul = or} 


z?m— U" —U? Joby aU; 1 
| ve (un) “dé ge m° h? ( Te) ; 


La constante C ne joue aucun rôle : la variation de C ne fait que 
multiplier par une même constante U,, 7,, 3, sans toucher à w, ; on a 
une homothétie sur S,. Supposons donc désormais C = 1. Je pose 


U'cuos 1 dU, _ 
(98) DEL ahs’ dlendeesiall 


Si m= 1, ona à intégrer 


, 2 T 
R[U?2— UU'"]= 2? | (a) — UT | ; 


(99) ‘s « 
s ageuu =m [au (4), 

en divisant membre à membre 

(100) = 7 

la dernière équation (99) s’écrit 

(101) REU (a — RE) = WU (B*— At), 


et en prenant la dérivée logarithmique, et tenant compte de (98) 
et (100) 


(102) (a= 8) (1+ FR) == 0, 


La solution & + «? —h? =o revient à U” = AU, UF) U pce 
qui donne des surfaces minima, c'est-à-dire un résultat non nouveau, 


que nous devons rejeter ; « = 8 entraineh=h,, s = :,, les deux sur- 


faces coincident. Nous devons done rejeter m= 1; si nous, supposons 


quon et A a i gn A = 


oo ee gs, 


te attendee! 


eee 
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m =£ 1, on déduit de (97) (toujours avec C = 1) 


(Se 2 U æŒU, 
U?— UU" | “ye aa 
eu UE Bete AE IA 
m* h?U? — (Se) 
ou 


(103) ee 


RE B?— m'h? 


ce qui donne, avèc une constante # arbitraire, 


mh, 


(104) | à phn D 


B+mh, ath 


Nous supposons désormais 8 remplacé toujours par cette expression 
au moyen de a. La dernière équation (97) donne 


(97') h? me? 22 U2 (a?— h?) = RU? (B?— me? hj); 
en prenant la dérivée logarithmique, on a, grace a (103), 
3' ‘ a! 
(105) (m —1)— = (B—a) (1+ =) 
Grâce à cette équation, la seconde équation (97) donne 
—a\?/ a! Ci Ut. 
(106) 2[s+ (E=*) (i+ =) | = 7 (V—@). 


à ah 
En prenant la dérivée logarithmique de (106) et remplaçant = par 


la valeur déduite de (105), on a manifestement une équation diffé- 
rentielle du second ordre entre u et a; quand à a été obtenu, on a 


= sibs cette nouvelle quadrature n’introduit qu'une homothétie 
négligeable sur S; on calcule B par (104), = par (106); sans quadra- 
ture, l'équation (97) donne U, ; tenant compte de u, = mu, les cal- 
culs sont terminés. En dérivant logarithmiquement (106), on voit 
a’ 
a — h? 
ter parce qu’il donnerait une surface minima. L’équation à intégrer 


dans les deux membres: on doit le reje- 


qu'on a le facteur 1 + 


y % 
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est donc | - À 
(6 —a)(B'—a’) a’ fe *) a” —20a 
B—a (m —1)? (+) + (a*— h?)? 
(107) Mr À ’ B —x\° er 2 rp 
ce (E=*) (1+ =) 


et cette équation (107) ne ‘peut être vérifiée par une intégrale de 
4 


I Per 

nn 
mais "de toutes façons (107) a des intégrales qui n’annulent pas 
à chacune d’elles correspond un couple bien déterminé. 


a’ 

== ps > 

oe obtenir une nappe réelle de surface, il faut et il suffit que «, 
d’après (106), soit compris entre + A et — A: en intégrant (107), on 
prendra la valeur initiale «, pour u =u, comprise dans cet intervalle, 
et l’on aura une nappe S réelle et, par suite, une nappes, réelle. Les 
surfaces S,S, ainsi obtenues dépendent des constantes arbitraires 
hhjiM,E, las af 


de Le 


La méthode suivie ne décide pas si la surface spirale la plus Min 


rale, qui dépend d’une fonction U complétement arbitraire, est sus- 


ceptible d’étre mise en _ correspondance P, avec une autre surface, 


spirale ou non. 


Elle n’indique pas non plus le nombre exact de paramètres (0, 1 ou 2) 
dont dépend la surface (spirale ou non), associée par P, à la surface. 


spirale trouvée ici. Mais la méthode suivie ici a donné des surfaces, 
solutions essentiellement nouvelles de P,, car elles ne sont ni de révo- 
lution ni surfaces minima('): elle ne nous a donné que deux sur- 
faces spirales associées dépendant de six constantes (auxquelles on 
doit adjoindre les paramétres de la similitude générale). 


14. Supposons maintenant qu'il s’agisse de trouver deux hélicoides 


en correspondance P, (ou P,). 
Je rappelle quelques résultats qui me serviront dans cette question 
et surtout dans celle qui sera traitée au paragraphe suivant. Les ex- 


(1) Elles ne sont pas non plus isothermiques, car en exprimant ce fait on trouve une 
équation différentielle du second ordre en x qui ne renferme en dehors de À qu’une 
constante arbitraire et, par suite, ne coincide mn: avec l’équation (107). 


=o que si 8=ma, ce qui, en vertu de (103), exige h=Ah,; ' 


Meteo 


rs 


: 
ho 


: R? 
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pressions U, r, 3, w étant supposées fonctions de u, het m étant des 
constantes numériques, je définis un hélicoide S et son ds* par les for- 


mules 
X=rcos(v+®), 


(108) Y=rsin(v+o), 
| L=ho+ 3; 
(109) _ ds? = U? (du? + m* dp’), 


pourvu que soient vérifiées les relations 


r+rto?+ 22— U?, 
(110) r+hi=U'm'*, 


: rw! + hs'= 0. 


Comme au paragraphe précédent, on trouve pour équation des 
asymtotiques 


111 m*(U"?— UU") + ? du? — 2hm?s'dudv + m*z2" dv? = 0. 
Im À 


On écarte l'hypothèse U’? — UU”= o qui ne donnerait qu’une déve- 
loppable, et l'hypothèse U — m* U" =o qui donnerait un hélicoide 
minimum, surface pour laquelle le problème a été déjà complètement 
résolu. ore 

Avec les fonctions U,, r,, 71, ©, du paramètre u, et les cons- 
tantes À,, m,, en recopiant les équations (108), (109), (110) nous 
aurions un hélicoide S,, à condition de mettre partout l’indice 1. 

La correspondance ponctuelle 


uy ll, mM, pi=m 


conserve les lignes de longueur nulle; en écrivant que les lignes 
asymptotiques se conservent, nous avons deux équations différentielles 
nouvelles à écrire, qui, jointes aux équations (110) relatives aS et 
analogues relatives à S,, forment huit équations différentielles par rap- 
port aux huit fonctions inconnues de w que nous considérons ici, à 
savoir U, r, 3, ©; Uy, ris Fr ae Pour faire le calcul, on remarque 
d’abord qu'on peut éliminer w’, r entre les trois relations (110) de 
~ facon finalement à ne conserver que les quatre fonctions inconnues 
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U, U,, z, z, liées par les quatre équations 


m$(U2—UU") +h? — hms’ _-m?z” 
mi (U2 — UE As odie Mts Sei ot 
m? 5" = m?U2— m* U'?— h?, 


2/2 — ea ed nS ee 
\ mj sg = mi Ut — mj; Ui — Aj, 


rept 


1 ; den: ds; dz; 
3’ représente > =, représente 7 ou —~- 
1 


On aperçoit aisément que l’on a 


mh,z — m, ha, 


de sorte que les trois rapports égaux d’aprés la premiére équation (112) 
3 ae aes: . Mr 2.2 
sont égaux à 77; Si l’on introduit les quantités 
1 


U' U’ 
T ds im == fy 
1 
on sera conduit, en suivant la même marche qu’au paragraphe précé- 
dent, aux relations 


m'alosidorgne Al 
m1 (GBim'—1? 
(113) ses 
1 ma! Lu 
(@—B)\I+ mt) 9 


de sorte qu’en prenant « = $ on aurait m = + m, et les deux hélicoides 
seraient simplement en relation de similitude, tandis qu’en prenant 


(114) m® (a’+ a?)—1=0, 
on a simplement 
(115) m° U"— U = 0, 


et l’on retombe sur l'hélicoïde minimum. Donc, sans conduire à un 
échec, la méthode ne nous donne rien de nouveau, tandis que dans le 


cas de deux surfaces spirales elle avait donné des couples effective- 


ment nouveaux; appliquée à une surface spirale et à un hélicoide, 
nous verrons au paragraphe suivant qu’elle réussit. De même, appli- 


| 
| 
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quée à P,, la méthode réussit sans restrictions pour des surfaces soit 
spirales, soit hélicoidales. ; 

Nous pouvons remarquer que dans ce cas de deux hélicoides nous 
avons en réalité introduit une condition non strictement nécessaire 
pour P,: sur S ou S, il y a un réseau qui peut se transformer en les 
méridiens et en les paralléles d’une surface de révolution, nous avons 
considéré le cas où ces réseaux de S et S, se correspondent en meme 
temps que les lignes de longueur nulle et les asymptotiques; nous 
avons reconnu qu’il y a une solution, constituée par deux hélicoïdes 
minimum, satisfaisant à cette nouvelle condition ("). 

Pour traiter le problème strictement réduit à P,, je reviens à la 
méthode du début; S et S, étant rapportées à leurs lignes de courbure 
(u, v) et (u,, v,) j'écris le tableau des formes quadratiques fondamen- 
tales de S et S, 


S S; 
(116). DAG ea : ha a? du? + c* de’, a? du? + ci dvi, 
Z dcdx..... aRdu?+ c’R'ds?, a? R, du? + c? Rj dvi, 
SIN dors æR'du+cR'ds, a? R°dui+ c?R? dvi. 


Les fonctions a, c, R, R’ ne dépendent que de u+v et a,, cs, RER: 
seulement de u,+»,. Les hélicoides S et S, se correspondant par P, 


(ou P,), u, est fonction de wu et », est fonction de 9. Si 7 n’est pas une 


R : 
constante, a n’est pas une constante, donc u,+9, est fonction 
1 . 
de u+v; siz, est constant et s’il s'agit d’un hélicoide qui n'est ni 
Fe { 
ont . ; e, . . Liaw a : a» 
minimum ni surface de révolution, on voitaisément que = ne peut étre 
a a . 
constant, donc en vertu de + = = on voit encore que 4, + % est fonc- 
1 


tion de u +9. Si donc on écrit 


u,=f (x), = 0(¢); Uta y(ut P), 


4 


(1) Dans le cas de deux surfaces spirales, ou d’une surface spirale et d’un hélicoïde, 
j'ai aussi introduit une condition surabondante de même genre et obtenu néanmoins des 
solutions nouvelles. | 


D17* 


i A 
1% 4 


ated DE 
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on obtient par dérivation 
dus ae ee 
7% = Te = d (u et }s 


de sorte que 
u=au+ B, Par + y; 


où a, 8, y sont des constantes; un simple changement de notations 
permet de supposer u,=u, »,=9. Nous obtenons donc pour les 
cing fonctions a, c, R, R’, K un système de ‘cinq équations différen- 
tielles ordinaires, en posant u + ¢ = w, au lieu de cinq équations aux 
dérivées partielles ; la méthode ne résout pas complètement la question 
pour un hélicoide S; autrement dit, elle ne décide pas s’il y a d’autres 
surfaces qu'un hélicoide correspondant à l’hélicoïde particulier S que 
nous trouvons ici, mais elle montre du moins qu’un couple de deux 
hélicoides S et S, ne peut être choisi arbitrairement; chacun d’eux ne 
dépend que d’un nombre fini de constantes; la connaissance du pre- 
mier hélicoide S détermine complètement (sauf similitude) le 
second S, et la correspondance ponctuelle entre S et S,, car le second 
hélicoide S, ne dépend que des constantes déjà utilisées pour obtenir S 
(tout ceci s'applique à P, aussi bien qu’à P,). Les trois premières 
équations sont celles qui lient a, c, R, R’ dans tous les cas, mais reco- 
piées en posant u+ » = w. On a ainsi | 


d 1 de d {1 da 
dsw \ a dw Fe c dw gal a ne. 


ak 1 da 

(117) = == 7, (R'—R), 
dW’ _1 de 
dw c¢ a (A —R ). 


Les deux dernières donnent manifestement le droit d’écrire, en fai- 
sant une similitude, 


(118) ac(R'—R)—1. 


L’équation déjà rencontrée (E) est ici 


; d {a dK d (ec dk 
E = (ec fee) ee 
(FE) a(S Ta) Fe (< an) +e* —1)ac=o0, 


lt us 
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R® 
si j'écris l’équation (E’) spéciale à P, 


=. Ri R\@kK  d (/R' R)\dK 
E tie =. gt oe FE Pak? Se tt LR ae 
oe € Fe) dwt + (R Fr) dm °? 


pe a Q . . 
elle s'intègre manifestement et donne, avec une constante arbitraire A, 


R’ R\ dK 


On en déduit aisément, en portant dans (E), 


£ A d'[ RR’ a+ c? 
6 || GTS LES 
be Hi rite. Ri* ac |; 
2ARR' _ d Ad RR’ a+ c? |] 
CNE. RaW — de® Ses rer ore etapa te 


On pourra, si l’on veut, garder comme inconnues les fonctions a et R: 
la seconde équation (117) donne R’, l'équation (118) donne c, et en 
remplaçant dans la première équation (117) et dans (121) on n’a plus 
que deux équations différentielles entre a et R. Pour P, on remplace- 
rait (E’) par (E”) qui, cette fois, n’est pas immédiatement intégrable, 
mais on est encore ramené à un système différentiel. 


15. ILest bien clair que la méthode va réussir encore pour associer 
par P, une surface spirale et un hélicoïde. Les deux surfaces auront 
pour ds? respectivement : | 


Surface spirale...... ds? = U? e** (du? + dv?) 
TIOIICOINE. 65 es + > ds?—U? (du?+ dv?) 


La correspondance ponctuelle est obtenue en associant les points de 
même u, v et il suffit d'écrire 


U2 
PU CE eo. 
| | rase he” 
(122) z2 —U?—U?— A}, 
U'2 — UU’ + h?3? 258 -, M3 
DUO FAT Ma ey 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — SEPTEMBRE 1922. 33 
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En écrivant toujours 
oe Us og 
ie ae 


on trouve par la méthode perl qe à celle des paragraphes précédents 
(a! hs =.) 
LT | es ! 2 
ap DR =p [1+ ap (1+ aa) Jr 


(123) U _ Jam 
k a? \ 
L? (: mé, 73) 

=> 


Sora =a) 


| 


ay = Yi} La, 
= _ hi h?— & Nel 
U; he 1 me 


La première équation (123), en y remplacant $ par la valeur déduite 
de la seconde, est une équation différentielle du second ordre en «, 
dont on ne doit prendre que les intégrales n’annulant pas a + a? — h?; 
on a une nappe réelle en supposant « compris entre — / et + A, ce 
qui est possible d’une infinité de façons. Les constantes arbitraires 
sont h, h,, # et les deux constantes dont dépend «; on a ainsi cing pa- 
ramètres (en dehors d’une similitude). Les surfaces ainsi trouvées ne 
sont pas isothermiques. 


16. La méthode réussit encore si l’on veut associer par P, soit deux 
surfaces spirales, soit deux hélicoides, soit une surface spirale et 
un hélicoide. En effet, le ds? de l’une de ces surfaces étant pris sous 
la forme E (du? + dy*), l'équation des lignes de courbure est 


(rag) : D'(de?— du?) + (D — D") du dy = 0, 


et d'autre part l'angle V des asymptotiques, conservé dans la repré- 


mm mme #0 
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sentation plane (uw, ¢) est donné par la formule 


4(D'? — DD" 
(125) tang? V = iC ar 


fe é Jeger: 
S’il s’agit de deux surfaces spirales par exemple, on aura à écrire 


D—D" D,—D* D?— DD’. D?—D,D* 
(126) Diner gd ca D + D’ D, + D" 


ui, Pa me; 


—O; 


on a ainsi, en conservant les fonctions = et 3,, quatre équations diffé- 
rentielles ordinaires entre U, U,, z, =, et la variable indépendante u. 
On les intègre comme plus haut. 

Trés peu de chose à modifier s’il s’agit d’un hélicoïde et d’une sur- 
face spirale, ou de deux hélicoides; et comme par construction même, 
aucune des deux surfaces n’est de révolution, aucune ne peut être 
sphérique, donc l’autre n’est pas surface minima; le couple obtenu 
est donc essentiellement nouveau. 


17. Ce qui précède montre que chacun des problèmes P, et P, 
admet comme solution un grand nombre de surfaces. Leur énumération 
complète semble un problème difficile. 

M. Kinnosuke Ogura a étudié (Tohoku mathematical Journal, 1917) 
cinq familles de courbes tracées sur une ou deux surfaces : lignes 
de longueur nulle, lignes de courbure, lignes asymptotiques, lignes de 
torsion, c’est-à-dire inclinées en chaque point à 45° sur les lignes 
de courbure ; lignes caractéristiques, c’est-à-dire tangentes en chaque 
point à l’un des diamètres conjugués égaux de l'indicatrice de Dupin 
(j'emploie les termes de M. Ogura). Nous voyons que le problème P, 
se traduit par la conservation de ces cinq familles sur les deux 
surfaces. : À 

Dans le problème P,, les lignes de longueur nulle, les lignes de 
courbure, les lignes de torsion se conservent; les asymptotiques 
s’échangent avec les lignes caractéristiques et inversement. M. Ogura 
a effleuré le problème P, au tome 9, 1918, des Proceedings of the 
Tokyo Mathematico- Physical Society. Il était donc intéressant de four- 
nir des exemples précis de correspondances P, ou P, autres que - 
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celles, déja connues, fournies par les surfaces de révolution et les sur- 


faces minima. 
C’est ce que j'ai fait le premier dans ce Chapitre. 


CHAPITRE II. 


SURFACES MINIMA. 


1. Les résultats obtenus au Chapitre précédent ont mis, dès le 
début, en évidence le rôle particulier d’une sphère ou d’une surface 
minima pour P,. La fonction À se calcule immédiatement, on a A=hk 


pour la sphère, A= pour une surface minima. L’équation expri- 


mant que log A est donné par une intégrale de différentielle totale se 
trouve immédiatement satisfaite par la fonction #; de sorte que # n’a 
plus qu’une équation aux dérivées partielles à vérifier, au lieu de 
deux; le raisonnement du paragraphe 5 s’applique sans modification 
et prouve que, réciproquement, à toute solution & de cette équation, 
correspond une surface, S, associée. 

Le cas de la sphère a été élucidé aussitôt : la surface associée est 
simplement la sphère et l’on a simplement à étudier les tracés géogra- 
phiques de la Loi: sur elle-même ; tout revient somme toute à étu- 

23 
dx? 5 + oi me 

Pour une surface minima S donnée, la surface S, est une surface 
minima quelcongue ; la représentation sphérique des lignes de cour- 
bure de la surface S est un réseau orthogonal isotherme; le problème 
revient à déterminer tous les réseaux orthogonaux isothermes de la 


sphère, de sorte que le problème revient encore à étudier l’équa- 
?z d?z 


TRS 
Les surfaces minima constituent la solution la plus intéressante du 


problème que nous avons appelé P,. La méthode suivie au paragraphe 
précédent permet de retrouver sans effort un résultat déjà classique. 
Je me contente donc de l’exposer synthétiquement. 


dier |’ équation 2 


= ©. 


2. Les formules de Weierstrass, par exemple, montrent immédia- 


; 
| 
| 
| 
| 


(9) 


pig gd LY 


; 2 
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tement que le ds? d’une surface minima S donnée se ramène à la forme 
(1) ds* = R( dx? + dy?) 


par les deux quadratures classiques qui donnent à la fois les lignes de 
courbure et les asymptotiques de la surface; R est la valeur absolue 
de chaque rayon principal au point de coordonnées x, y. Le do? de la 
représentation sphérique est alors 

dx? + dy? 


(2) d= R 


Cette équation (2) permet d'indiquer la ene de la fonction R des 
deux variables x, y; on trouve 


(3) R=(1+ X?+ Y?)?(&?+ n?), 
ou X, Y est un premier couple de solutions adjointes de l'équation 


as Oz 


a 0 | 


et , n un second couple. Mais cette forme de R ne nous servira pas. 
Les lignes de courbure de S ont pour équations x =const., y=const., 
les asymptotiques 2 + y = const. La sphère est Lrapportée à un sys- 
tème orthogonal isotherme quelconque. 

Une autre surface minima S,, également choisie arbitrairement, 
donnera 
{ ds? — R, (dx? + dyi), 
dri+dyi 

R 


do?= 


La comparaison des équations (1),(2) et(5) montre immédiatement 
que notre problème relatif à S et S, est possible et peint pour solution 
générale, soit 


= 46; 
(6) ou 8, - 
AMS ayry, 
soit 
rH ayry, 
(7) , 


yi = ae +B, 


où a, B, y sont trois constantes arbitraires. 
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[A titre d'indication, les fonctions #, i du Chapitre précédent sont 


UNS lig NE 
Ly TR’ hoes ve ) 
‘et ceci fournit l'intégrale générale de |’équation (E) du Chapitre pré- 


cédent attachée à la première surface s. | 


Dans ce qui précède, on peut supposer S, distincte ou non de la 
première surface S. | 

Remarquons encore en passant qu’il y a une infinité de surfaces 
minima algébriqués dont les lignes de courbure et les lignes asympto- 
tiques sont aussi algébriques; pour deux telles surfaces, les corres- 
pondances indiquées sont algébriques. 


3. Avec les notations de Weierstrass, on sait que l'équation diffé- 
rentielle des lignes de courbure ou des lignes asymptotiques d’une 
surface minima est respectivement 


F(u) du’—F,(u,) du? =0, 


(8) À 
(u) du? + F,(u,) du} =o 


(les variables u, u, étant conjuguées, F et F, étant des fonctions con- 
juguées). 
Ecrivons 


(9) F (u) du? =CG (vw) de’, 


F,(4;) du? = CG, (*,) de?, 


où C est une constante; la surface minima S,, obtenue en remplaçant 


respectivement _ , 
u, UW, F(u), F;(u) 
par 

Ps) M45 G(r), Gi(s), 


correspond évidemment a S avec conservation des lignes de courbure, 
des lignes asymptotiques et des angles, en associant au point (u, u,) 
de S le point (¢, »,) de S,. | 

Si la surface S, est donnée en même temps que S, les équations (9) 
fournissent précisément le couple de valeurs (¢, ’,) correspondant 


| 


mp 


ie 


Rabel d 


REPRESENTATION CONFORME AVEC CONSERVATION DU RAPPORT _ 263 

à (u, u,) et les explications qui précèdent ne sont au fond que la répé- 
tition de celles du paragraphe antérieur. On retrouve Jes trois para- 
mètres et la seconde série de correspondances en prenant le second 
couple de fonctions G, G, susceptibles de représenter la surface S,. 

Mais on peut, comme l’a fait M. Goursat aux Acta mathematica 
(t. XI, 1888), se placer à un point de vue un peu différent : on peut 
chercher à déterminer à la fois ?,v,, G(v), G,(v,) et C de façon à 
obtenir une surface S, et un mode de correspondance (parmi les 
deux æ° de modes reliant S à S,) jouissant de propriétés remar- 
quables. M. Goursat a ainsi découvert un mode intéressant de trans- 
formation réelle à trois paramètres susceptibles de s’appliquer à l'en- 
semble des surfaces minima. J’ai de mon côté (Comptes rendus, 2 no- 
vembre 1920; Bulletin de la Société mathématique de France, 1921 
et 1922) signalé une transformation s'appliquant a une surface minima 
arbitraire. J'ai même ensuite appliqué au couple S, S, que j'obtiens la 
transformation de M. Goursat, de façon à composer les deux résultats. 
J'expose rapidement l’un et l’autre procédé. 


4. Je me borne, pour simplifier, aux surfaces minima réelles : il est 
donc entendu que u, est conjuguée de u, F,(u,) conjuguée de F(u); 
donc la donnée de wu ou de F(w) suffit pour calculer u, ou F,(u,). De 
même pour ¢ ét ¢,, G(v) et G, (¢,)- 

Nous remarquons avec M. Goursat qu'une surface minima réelle est 
le lieu des milieux des cordes s'appuyant sur deux courbes minima 
conjuguées (M), (M,). Si l’ensemble de la figure subit un déplace- 
cement, la surface minima participe simplement au déplacement 
de (M), (M, ); si le déplacement est réel, les deux courbes sont restées 
conjuguées, la surface reste réelle, égale à ce qu’elle était. | 

Imaginons maintenant que (M) subisse un déplacement imaginaire 
arbitraire: si (M,) participe au même déplacement, elle cesse d’être 
imaginaire conjuguée de (M), la surface cesse d’être réelle, mais reste 
égale à elle-même. Mais alors il est naturel, après avoir imprimé à (M) 
un déplacement imaginaire D, d'imprimer à (M,) le déplacement con- 
jugué D,; (M) est devenue une autre courbe minima (M”), (M,) la 
courbe minima (M) conjuguée de (M); ün point M de (M) devient le 
point M° de (M); je considère le milieu u dé MM,, il engendre une 
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surface minima réelle que j’appelle (MM, ); je fais correspondre à y le 
milieu p°” de MM”; ce point 2” engendre une nouvelle surface 
minima réelle que j’appelle (M°M”') et il est évident que, sur ces deux 
surfaces, les lignes de longueur nulle se correspondent. On constate 
aisément que Tés lignes de courbure et les asymptotiques se con- 
servent; il suffit de se reporter à l’étude du déplacement sur la sphère 


de rayon unité et à l’étude du déplacement d’une courbe minima. En 


écrivant 
fo gpest 7 
pe +9 
(10) 
(mq — np)? ,/mv+n 
G(*)= —"___——F ( }» 
(pe+ 9) py+q 


où m, n, p, g sont des constantes arbitraires réelles ou non, et les for- 
mules conjuguées pour u,, 9, G, et F,, on définit la courbe (M) comme 
aréte de rebroussement de la développable enveloppe du plan 


(11) (1— u?)a+i(1+ u*?) y+ 2uz+4f(u)=0 
avec | 


F(u) = oS 


La courbe (M°) est l’aréte de rebroussement de la développable enve- 
loppe du plan . 


(12) (1— o*) 2+ i(1+ 0) y+ 203+ 4g(")=0. 


On a d’ailleurs 
G(v) = 


(13) a 
À _ +{me+n\ (pe + qg} 
= (5 up) my Rp 


Le Ge Arr ou u, de (M) a pour homologue le point M”, ou ¢, de (M") 
donné par les formules (10) à (13). 
On constate immédiatement que 


(14) G(v) de®? = F(x) du’, 


* 


WT à” 


BAT 
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donc les équations (9) sont vérifiées avec C =1; les asymptotiques et 
lignes de courbure sont donc conservées. 

Cette transformation dépend des six constantes réelles nécessaires 
pour définir les rapports mutuels de m, n, p, q. Elle s'applique, si l’on 
veut, à l’ensemble infini de toutes les surfaces minima. Les coordon- 
nées du point transformé d’un point d’une surface minima donnée 
s'obtiennent par des calculs algébriques; une surface minima algé- 
brique reste algébrique. 

On s’aperçoit aisément, avec M. Goursat, dont je résume les résul- 
tats, que le déplacement (10) sur la sphère peut être décomposé en 
deux : une rotation réelle autour d’un diamètre réel arbitraire de la 
sphere (3 paramètres) précédant ou suivant une rotation d'amplitude 
imaginaire pure autour d’un nouveau diamètre réel (3 paramètres) de 
la sphère. La rotation réelle n’a d’autre effet que de déplacer, sans 
déformation, l’une ou l’autre surface minima dans l’espace. On peut 
donc la négliger. Ayant donc donné la position du diamètre réel et 
l'amplitude imaginaire pure de la rotation autour de ce diamètre, nous 
choisirons ce diamètre pour Oz et les formules (10) ou (13) seront 
ramenées à la forme canonique 


(15) uke, G(-)=— FF (ke), s(e)= ZS (ke), 


ou k.est une constante réelle arbitraire, différente de + 1. 

Si x, y, sont les coordonnées d’un point de (MM,) et a, Yos 30 les 
coordonnées du point correspondant de la surface adjointe où le plan 
tangent est parallèle, on sait que (&,, Yo, 3) S obtiennent par des cal- 
culs algébriques et des différentiations quand la surface (MM,) est 
donnée et que (x, y, z) est choisi sur cette surface. Le point corres- 
pondant sur (M°M?) a pour coordonnées 


az LHR LS | 
1 MENT . 5R 2 


(16) | Ta À? k?—1: 
fare tak es 


By =~ De 


. Le diamètre qui a été pris pour Oz est celui que M. Goursat appelle 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIX. — SEPTEMBRE 1922. 34 
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axe de dérivation : les sections des deux surfaces (MM,) et (M?M}') par 
‘un méme plan perpendiculaire à l'axe de dérivation se correspondent 
point par point de façon que les tangentes aux deux sections aux points 
correspondants soient parallèles. 

La transformation de M. Goursat fait ainsi ST ane à chaque 
surface minima réelle Sæ* surfaces minima réelles S, correspondant 
à S avec conservation des angles, des lignes de courbure et des asymp- 
totiques ; mais sur chaque couple S, S, nous n'avons envisagé qu'une 
des représentations conformes de S sur S, parmi les oc* représenta- 
tions, qui conservent aussi les lignes de courbure et les asympto- 
tiques. 


5. J'ai découvert moi-même une autre transformation intéressante 
des surfaces minima en étudiant les courbes à torsion constante 
(Annales de V Ecole Normale supérieure, 1919, Pt 266-270). 

Soit A une courbe de torsion constante “3 où test réel; en un 
point a de A je porte sur la binormale dans chaque sens à partir 
de a la longueur 77; j'obtiens ainsi deux points M et M engendrant 
chacun une courbe minima (M) ou (M). Les plans osculateurs à (M) 
en M et à (M) en M se coupent suivant la droite M a M; autrement dit, 
la binormale à la courbe A engendre une surface réglée admettant 
pour asymptotiques deux courbes minima et A pour ligne de striction. 
Réciproquement, si une surface réglée non développable admet parmi 
ses asymptotiques non rectilignes deux courbes minima (M) et (M), le 
milieu du segment MM intercepté sur chaque génératrice par ces deux 
asymptotiques engendre une courbe A à torsion constante ligne de 
striction de la surface réglée. De ces propriétés, que j’énonce simple- 
ment ici, résulte un moyen d'obtenir la courbe à torsion constante la 


plus générale (') et par suite toutes les surfaces applicables sur le 
paraboloide 
z+ y*—=2p3s ou - w+ y*= apis. 


On voit que l'on peut partir d’une courbe minima (M) arbitraire; on se 
eee 
(*) Ici il est indifférent que la courbe A soit réelle ou non. 


Toe ee 


me 
. 


es 


= 
Fa 
= 
= 


a : 
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donne ensuite arbitrairement la constante réelle = et l’on cherche la 


courbe (M); la courbe donnée (M) est, comme plus haut, l’aréte de 
rebroussement de la développable enveloppe du plan 


(17) (G—u)x +i(i+u)y+ouz+hf(u) =o. 


Pour obtenir la courbe inconnue (M), je calcule » au moyen de wu 
par l’équation de Riccati 


8 Ud " ome 
(18 ) x SRL Lies ses om 


Une fois déterminée l'intégrale v(u) de l'équation (18), je calcule 


8(¢) par la formule 


(e—u)? 


(19) RRS Te PG Leh Ge). 


La courbe cherchée (M) est l'aréte de rebroussement de Penveloppe 
du plan 


(20). (s— 02) a + E+ 672) ¥ + 2924+ 49(") =O. 

Les courbes (M) correspondant à une courbe donnée (M) dépendent 
de deux paramètres : la constante 7 et la constante d'intégration 
entrant dans la fonction v(u) intégrale de (18). 

En différentiant (19) et tenant compte de (18), on trouve aisé- 
ment g’(¢); en recommençant la même opération sur g'(e), on a g'(), 
puis g”(¢). On a ainsi | 

LES 2 
g = LEZ payee os +f, 
B= (Ow) SES) i 
21 ; ALT 
fat} er) AL) 


Ss a 
ee | trate, 
7» (v) ds at (e — u)? al 
Si l’on résout les trois premières équations (21) par rapport à f'(u), 
f'(u), f(w) et qu'on adjoigne aux trois équations ainsi obtenues 
l'équation (18), on a un système de quatre équations qui se déduit si 


18 
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l’on veut de (21) en échangeant u et v, f(u) et g(v). Ceci montre bien 
la réciprocité des courbes (M) et (M). La comparaison des équations 


— 2it du 
g"(e) de = Tv—u}? 
(22 Bots 
JE = ft) du 
donne immédiatement 
(23) g"(v)dst= f'(u) dur, 


ce qui est encore l’une des relations (9) avec C = 1. Si donc nous con- 
sidérons une surface minima donnée arbitrairement, nous déterminons 
d’abord les deux courbes minima (M) et (M,) dont elle dérive : cette 
surface est donc maintenant appelée (MM, ). A la courbe (M) nous fai- 
sons correspondre, par le procédé qui vient d’être exposé, x” courbes 


minima (M); nous choisissons l’une (M) et prenons la conjuguée (M,). 
La surface minima (MM,) est réelle et correspond à la surface (MM,) 
avec conservation des angles, des lignes de courbure et des lignes 
asymptotiques. De plus, si » est le milieu de MM, et x celui du seg- 
ment correspondant MM,, la droite y engendre une congruence 
rectiligne dont les surfaces focales sont précisément la surface (MM,) 


lieu de y et la surface (M M) lieu de uz. 
Pour démontrer tous ces résultats, il est commode d'introduire la 


courbe à torsion constante =: décrite par le milieu du segment MM; 


c, c’, c” étant les cosinus Nora de cette droite MM, les courbes 
minima (M), (M), (M,), (M,) sont définies par les équations 


| (M ) x= ite +t] c"de' —c' dc’, pre 
(M) Bite +f ed det, D 


(M,) = ire +t f ej dc’, — cdc’, WTA 


(M,) ty iret rf é,dei—ci der, QATAR 


es 


LEA - 
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les formules étant à compléter par des permutations circulaires évi- 
dentes et c,, c,, c, étant les conjuguées dec, c’, c”. 

Je considére sur la sphére unité la courbe (a, a’, a”) supplémentaire 
de (c, c’, c’); soient 5, b’, b” les cosinus directeurs de la tangente à la 
courbe (a, a’, a”) ou (ec, c’,c”). Appelons ¢ l'arc de la courbe (a, a’, a”) 
et 0 celui de la courbe (c, c’, c’). Je prendrai pour paramètres indé- 
pendants et l’arc conjugué 0, de (c,, ¢,, c,). Ona 


dc = b dd, da—bds, db=—ads—cdb, 
(25) dx =t(a + ib) dé, dx =t(a —ib) dQ, - 
dax,=t(a,—ib,)d9, day=t(a,+ ib,) dû, 


‘et l’on trouve aisément, pour équation des asymptotiques de (MM,), 
l'équation dd? — d+ = 0, qui est la même pour (MM,); l’équation des 
lignes de courbure est donc d0° + d0* = o. es 
D'ailleurs, comme vérification, en remplaçant la courbe sphérique 

(c, c', c”) par la courbe symétrique (—c, —c', —c”) et de même 
(c,,¢,,¢,) par sa symétrique, (M) s’échange avec (M), (M,) avec (M,), 
la surface (MM,) avec (MM, ). Dans cette opération, les arcs 4 ni 0, ne 
changent, de sorte que les équations des lignes de courbure et des 
asymptotiques. ne changent pas en passant de (MM,) a (MM,). Les 
paramètres directeurs de la droite pp sont c—c,, cc, C— ci 
écrire qu’elle est tangente en pa (MM, ) revient à écrire 

a +ib, a + ib’, a" + cb” 

a,—tb,, a',—ib,, a—éb, | =o. 


een €, c—c 


La vérification est aisée en décomposant ce déterminant en deux, 
dont l’un s’obtient en réduisant la dernière ligne ac, c’,c’et l’autre en 


la réduisant à — ci, — ci, — C3; on développe ensuite le premier par 


rapport à la seconde ligne et le second par rapport à la première 
ee 


ligne. 


M. Thybaut avait, dans sa Thèse (Annales de l’École Normale, 1897), 
indiqué cette correspondance entre les deux surfaces minima 
(MM,), (MM,) sans achever complètement les calculs. La connais- 


270 | BERTRAND GAMBIER. 


sance d’un tel couple réel donne immédiatement la courbe à torsion 


constante lieu du milieu de (MM), et par suite une surface réelle 
applicable sur le paraboloïde de révolution. Réciproquement, une 
courbe à torsion constante donnée permet de reconstituer les for- 
mules (24) et, par suite, d'obtenir le couple (MM,) (MM, ). 

J'ai étudié complètement les nombreuses propriétés géométriques 
de cette figure au Bulletin de la Société mathématique (1922). 

Ici encore, nous n’avons utilisé qu’une représentation conforme 
particulière de l’une des surfaces sur l’autre, à savoir celle réalisée 


par les droites de la congruence pu. 
Cette transformation, à l'inverse de celle de M. Goursat, ne peut 
s'appliquer qu’à une surface minima isolée. 


6. Rien n'empêche maintenant d'appliquer au couple (MM,), (MM,) 
l'opération de M. Goursat. Or, on remarque que le couple des deux 
courbes minima (M) et (M) est défini par des propriétés géométriques 
qui subsistent dans un déplacement, réel ou imaginaire : les plans 
osculateurs en M et M respectivement se coupent suivant MM. Donc 


l’opération de M. Goursat remplace le couple (MM, ), (MM,) par un 
nouveau couple de surfaces minima se correspondant encore comme 
focales d'une congruence rectiligne, avec conservation des lignes de 
longueur nulle, des tignes de courbure et des asymptotiques. Si l'axe 
de dérivation est pris pour l'axe des 03, on voit que les points pet pe 
sont remplacés après l'opération par des points situés respectivement 
à la même cote et qui sont encore points focaux de la congruence rec- 
tiligne transformée. 

On peut partir d’une surface S réelle donnée et lui associer les 
+* surfaces S,, toutes réelles, obtenues par la méthode du paragraphe 
précédent. L'opération de M. Goursat donne alors d’un bloc une nou- 
velle surface réelle minima 2 et toutes les surfaces 2, correspon- 
dantes. © | Heo 

D'autre part, un tel couple S, S, donne une surface applicable sur 
le paraboloide de révolution ; apres l’opération de M. Goursat, on aun 


nouveau couple X, £, qui doit donner, lui aussi, une surface applicable 


sur le paraboioide, contenant trois paramétres de forme. J’ai en effet 


$ 
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montré dans mon Mémoire n° 1 sur le paraboloide ('), que de toute 
surface réelle connue, applicable sur le paraboloide, on déduit, par des 
éliminations et des différentiations, oo* surfaces réelles de même défi- 
nition, algébriques ou transcendantes, en méme temps que la pre- 
mière. at 

Nous avons done montré les liens qui réunissent ces questions en. 
apparence si diverses. Dans mon Mémoire sur le paraboloïde, j'ai de 
plus montré les phénomènes si curieux qui se produisent ici dans la 
réalité : le couple réel (MM,), (MM, ) donne une surface réelle appli- 
cable sur le paraboloide x? + y?= 2pz, point réel pour point imagi- 
naire. Or le couple (MM,), (MM,) constitue un nouveau couple de 
deux surfaces minima se correspondant encore comme focales d’une 
congruence rectiligne, avec conservation des lignes de longueur nulle, 
des asymptotiques et des lignes de courbure; mais ce couple est cons- 
titué par une surface imaginaire et sa conjuguée; ce couple fournit la 
surface réelle la plus générale applicable physiquement sur le parabo- 
loide. Mais je ne puis que renvoyer le lecteur à ces Mémoires. 


Se eS ea See 


-(1) Bulletin de la Société mathématique, 1921. 
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L'UNICITÉ DU DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION 


EN SERIE DE POLYNOMES DE LEGENDRE ET EN SERIE DE FONCTIONS DE BESSEL 


Par M. Micuez PLANCHEREL 


Professeur à l’École polytechnique fédérale de Zurich 


Les travaux de MM. H. Lebesgue, F. Bernstein, W.-H. Young et 
Ch.-J. de la Vallée Poussin ont fait faire un progrès décisif au pro- 
blème de l’unicité du développement trigonométrique. Soit 

> (a, cosnx + b,sinnær), (oSr=ar) 


n=0 


une série trigonométrique quelconque dont les coefficients tendent 
vers zéro. Soit S,(æ) la somme de ses n premiers termes. 

M. Lebesgue démontrait en 1903 que si la série converge sur un 
ensemble E de points de l'intervalle (0, 27), elle est la série de Fourier 
de sa somme si cette somme est bornée sur E et si le complémentaire 
de E est un ensemble réductible ('). 

M. Bernstein montrait en 1908 quesilecomplémentaire del’ensemble 
des points où lim S,(æ) = o ne contient pas de sous-ensemble parfait, 


n= © 
tous les coefficients de la série sont nuls (*). 
EVENE EN NT ee RER ES SES EEE 


(1) H. Lesescux, Sur les séries trigonométriques [ Annales scientifiques de l’École 


_ Normale supérieure, (3), t. 20, 1903, p. 453-485]. Voir aussi Leçons sur les séries 
” trigonométriques (Paris, Gauthier-Villars, 1906), p. 122-124. 


(2) F. BERNSTEIN, Zur Theorie der trigonometrischen Reihe | Berichte über die Fer- 
handlungen der k. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig. Math.-phys. 
Klasse, Bd. 60, 1908, p. 325-338]. 
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En 1911, M. Young démontrait que la série trigonométrique est 
encore une série de Fourier lorsque lim S, (æ) et lim S, (a) sont des 
fonctions sommables ayant au plus un ensemble dénombrable de 
points d’infinitude (‘). 

Enfin, en 1912, M. de la Vallée Poussin retrouvait et complétait, par 
une méthode d’une grande simplicité, les résultats de Bernstein et de 
Young. II montrait, en particulier, que le résultat de Young subsiste, 
lorsque l’ensemble des points d’infinitude ne contient pas de sous- 
ensemble parfait. Il montrait encore que si cet ensemble se réduit à 
zéro, il n’est pas méme nécessaire de supposer d’avance que les coef- 
ficients a, et b, tendent vers zéro; c’est comme conséquence du 
théorème qu'ils tendent vers zéro (?). 

Il m’a paru intéressant de dégager de la Note de M. de la Vallée 
Poussin une méthode applicable aux séries de polynomes de Legendre, 
aux séries de fonctions de Bessel et de Sturm-Liouville. On trouvera 
dans ce Mémoire l'exposé de cette méthode et son application aux séries 
de polynomes de Legendre et aux séries de fonctions de Bessel d'ordre 
séro (*). Son application aux séries de Sturm-Liouville et aux séries 
de fonctions de Bessel d'ordre quelconque fait l'objet d’une thèse qui 
paraîtra prochainement et à laquelle je me permets de renvoyer le 
lecteur. : 


CHAPITRE I. 


LES SÉRIES DE POLYNOMES DE LEGENDRE. 


1. Le paramètre généralisé de Beltrami. — Les résultats de M. de 
la Vallée Poussin sur l’unicité du développement trigonométrique 
découlent de l’emploi très habile du théorème suivant : 


CD W —H. Youne, On the conditions that a trigonometrical series should have the 
Fourier form [Proceedings of the London Mathematical Society, (2), vol. 9, 1910-1911, 
p- 421-433]. - 

(2) Cu.-J. DE LA VALLE Poussin, Sur l'unicité du développement trisonométrique 
[Bulletins de l'Académie royale de Belgique (classe des sciences), n° 11 (novembre), 
1912, p. 702-718]. 

(3) Application dont j'ai noté quelques résultats dans une Note des Comptes rendus 
t. 167, 1918, p. 325-328. 
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Si f(x) est continue dans aSa<b et possède en chaque point inté- 
rieur de cet intervalle une dérivée seconde généralisée supérieure 
pod (2 + Pees (2) + fie À) 


lim 
h=0 h? 


positive et non nulle, alors, dans cet intervalle, tout arc de la 
courbe y= f(x) est situé en dessous de sa corde. Au contraire, il 
serait au-dessus si la dérivée seconde inférieure était partout néga- 
tive. | 

Pour trouver dans le cas des séries de polynomes de Legendre un 
théorème analogue, il est nécessaire de se reporter à la méthode de 
résolution du problème de du Bois-Reymond que j’ai exposée dans un 
Mémoire antérieur (‘). Cette méthode, qui me semble la trans- 
position naturelle de la méthode de Riemann, repose sur l'emploi 
du paramètre généralisé de Beltrami sur la sphère. J'en rappelle la 
définition. . 

(S, ®) et (©, ®’) étant les coordonnées polaires de deux points sur 
la sphère-unité, w leur distance sphérique et F(S, ®) une fonction 
continue du point (3, ®), formons la différence (?) 


ALR (2,0) = [ [F0 — FG, ®)] a 
wah 


ansinhk 


I 
ae 3!,0') ds! —F (3 
aan Et a ka EL 


entre la valeur moyenne sal F(S’, ®’) ds’ de la fonction sur le 
2rsinh },_, 


petit cercle de pôle (3, ®) et de rayon (sphérique )A/ et la valeur F(3,®) 
de la fonction au pôle (centre sphérique) du petit cercle. Dans cette 


(1) M. PrancHereL, Les problèmes de Cantor et de du Bois-Reymond dans la théorie des 
séries de polynomes de Legendre (Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 
t. 31, 1914, p. 223-262). J’utiliserai plusicurs résultats des Chapitres I, II, III de ce 
Mémoire que je désignerai, pour abréger, par Problèmes de Cantor.... 

(2) Je désignais dans Problèmes de Cantor... par AgF(3,®;h), AL F(S, ®) les 
expressions désignées ici, plus simplement, par A, F(3, D), A*F(S, ®). 
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formule, ds’ représente l’élément d’arc au point (9’, ®’) du petit cercle; 


ansinh i ds' 
o=h 


‘ ’ prt 
est le périmètre du petit cercle. Le quotient A,F(S, ®) : sin? = est 


da. #h 21 
l’analogue de Vexpression 2) AE EE Les limites 


supérieure et inférieure de ce quotient, lorsque 4 tend vers zéro, 


seront des nombres finis ou infinis que nous appellerons les para- 


metres généralisés de Beltrami supérieur et inférieur de F(3, ®). Nous 

les représenterons symboliquement par 
ae Nr 3 : 

(2) FF (2, 0) =iim =F :9), A*F(3,®)=lim 

nae sin? =n sin* = 


AnF(2,®) 


Lorsque ces limites supérieure et inférieure sont égales, leur valeur 
commune 

; . 
(3) A*F(3,0)=lim 22FC: ®) 


AE ogint— 
2 


sera le paramètre généralisé de Beltrami. 
Si F(S, ®) possède une différentielle totale seconde au point (S, ®), 
A*F existe en ce point et est égal au paramètre ordinaire 


i ER Oe. 1 oF 
(4) AF (3,0) = she gy (sing Ss) + ote SE. 

Nous dirons d’une fonction F(S, ®) qu’elle est harmonique dans un 
domaine sphérique lorsqu’elle possède en tout point intérieur de ce 
domaine une différentielle totale seconde et qu’elle y vérifie l'équa- 
tion AF = o. Un théorème, analogue au théorème de la moyenne de la 
théorie du potentiel, montre que la valeur moyenne d'une fonction 
harmonique sur un petit cercle est égale à la valeur de cette fonction 
au pôle du petit cercle. Par suite, si F(3, ®) est harmonique, ona non 
seulement AF(S,@) =o, mais encore A,F(3, ®) =o, pour À suffi- 
samment petit. 
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2. Corde harmonique d'un arc de courbe. — Si f(a) est som- 
mable dans l'intervalle (— 1, +1), la substitution æ = cos3 lui fait 
correspondre une fonction F(3) = f(cos®), telle que F(3)sins soit 
sommable dans (0, x). La fonction égale à F(S) en chaque point (5,®) 
de la sphère a une valeur constante sur chaque parallèle; elle est som- 
mable sur tout petit cercle. Par conséquent A,F(3) existe. Nous 
appellerons encore paramètres généralisés de f(x) ou de F(*) 


les limites supérieure A*F(S), inférieure A*F(3) de A,F(3) : sin° =. 
En particulier, lorsque f”(x) existe en un point x intérieur à (—1, 
+1), le paramètre généralisé A*F(3) au point 5 correspondant est 
égal à 


G) AF(D= = $5 (sina 5) =a, [2° El 


Nous appellerons ‘fonction harmonique dans un intervalle G=3>b 
toute fonction u(S) qui satisfait à l'intérieur de l’intervalle à l’équa- 
tion Au(S) =o. La fonction correspondante u($, ®) = u(S) sur la 
surface sphérique est alors harmonique dans la zone a£S£b. L’équa- 
tion Au(S) = 0 a comme solution générale 


S 
u = ¢, log tang a + Ca, 


c,, C, étant des constantes. Par suite, la seule fonction harmonique u(S) 
qui soit finie pour à = 0 ou S = + ést u(S) = constante. : 

Si maintenant nous remarquons que les cordes qui interviennent 
dans l'énoncé du théorème de M. de la Vallée Poussin cité au para- 


: "+ ve OU g 
graphe 1 sont des solutions de l'équation ee =o et que le premier 


membre de cette équation est à la dérivée seconde généralisée de y ce 
que Au(S) est au paramètre généralisé A*u(S$), nous serons naturelle- 
ment amenés à introduiré ce que, pour bien marquer l’analogie, nous 
appellerons la corde harmonique d’un arc de courbe. Par corde harmo- 
nique de l’are (a, b) (oS a< b <7) de la courbe y = F(5), nous 
entendons l’arc de courbe y = u(3), a£3£b, donné par la fonction har- 


moniqueu(S)qui, pour 3 = aet S$ = b, ales mêmes valeurs que F(3). 


Deux fonctions harmoniques u,(3), 4,(3), qui sont égales en un 
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point a intérieur à l’intervalle (o, +) ont une différence 
‘ a a 
u,(9)—u(2)=[u;(a)—u,(a)]sina (10s tang> — log tang <) 


qui est une fonction monotone de 3, croissante si u,(a) >u,(a), 
décroissante siu, (a) << u,(a). Par conséquent, si deux arcs y, =F, (3), 
Ya=F,(S), a@S3Sb, (o<a<b<t) ont la mème extrémité 
gauche : F,(a) = F,(a), mais n’ont pas la mème extrémité droite, leurs 
cordes harmoniques u,(3), u,(3) n’auront qu’un seul point commun. 
Si, par exemple, F,(b)>F,(b), on aura u,(5)>u,(3) pours >a 
etu,(3)<u,(©) pour S < a. Plus généralement, si les deux arcs de 
courbe sont tels que F,(a) >F,(a), F,(b) >F,(b), leurs cordes har- 
moniques u,(S), u,(3) seront telles que u,(5) > u,(3), pour a£S£b. 


3. Tnéorème I. — Si F(3) est continue dans l'intervalle a<S<b, 
(a>o, b< 7) et si, en chaque point intérieur 


AYF(3)>0 (a<3< b), 


alors, dans cet intervalle, tout arc de la courbe y= F(3) est situé en 
dessous de sa corde harmonique. Au contraire, il serait en dessus, si A°F 


était négauf pour a < 3 < b. 


Ce théorème présente une analogie complète avec le théorème de 
M. de la Vallée Poussin. Il constitue un cas particulier d’un théorème 
plus général relatif aux fonctions d’un point (3, ®) de la sphère (!). 
Il ne sera pas inutile d’en donner une démonstration directe très 
simple. Nous pourrons évidemment nous borner à démontrer la pre- 
mière partie du théorème. 

Soit (x, B) un sous-intervalle quelconque de (a, b): aa < B<b, 
et soit y = u(3) la corde harmonique de l’arc (x, 8) de la courbe © 


7=F() 


Si, contrairement au théorème, il y avait à l’intérieur de (x, B)quelque 


pointoù F(>)2u(3), nous pourrions conclure l’existence d’un point S,, 


(1) Probièmes de Cantor..., § 6, p. 241-242. 


~  … 


ee "1. … — 


a 
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intérieur à (a,b), où la fonction continue g(3) = F(3) — u(3) attein- 
drait son maximum. On aurait alors dans un voisinage (5, — €, 9, + €) 


de, 
§(7)Se(71)- 
Par suite, puro<h<e, 
Ang (31) = AnF (3) — Anu(S1) So. 


uw étant une fonction harmonique, A,u(S,) est nul. Donc, A,F(S,)£o 
pouro<h<e. De la résulterait que A* F(3,)S0, ce qui est contraire 
à ’hypothése du théorème. 

Notons spécialement la proposition suivante, d'un emploi fréquent. 


* Lemme I. — Si F(S) est continue au point 5,, (o et) Bi ia 
fonction harmonique u(S) est telle que u(>,) = F(S,) et si, dans le 


_ voisinage (S,—e, $,+e€) de 3, on a F(S)Zu(S), [F(S)Su(>)], 


alors A*F(3,)20, [A*F(S,) So]. 
Car, pour o<A<e, A,F(S,)2A,u(5,) = 0, d'où résulte, en 
effet, A*F(3,) 20. 


Le théorème suivant est, dans une certaine mesure, la réciproque 
du théorème I. 


Tutorime IL. — Si F(S) est continue dans l'intervalle a£3£b, (a > 0, 
b <7) et si, dans cet intervalle, aucun arc de la courbe y = F(3) n'a de 
points au-dessus (en dessous) de sa corde harmonique, alors, un arc 
quelconque de la courbe, s’il ne coincide pas avec sa corde harmonique, 
est en dessous (au dessus) de cette corde et la courbe n’a en commun avec 


elle que les extrémités. De plus, en tout point intérieur de (a,b), on a 
A*F20(A*FSo). 


Soit (x, B) un sous-intervalle quelconque de (a, by: asa < Psd. 
Désignons par y = u( 33 %, 8) la corde harmonique de l'arc (a, 6) de 
la courbe y = F(2). Par hypothèse, F(=) = u(S x, B) pour «S53. 
Alors en tout point extérieur à (x, f), on aura F(S)2u(S; «, B). Car, 
si au point y extérieur à (a,8), on avait au contraire F(y) << u(y; %,B), 
‘Len résulterait lorsque y > 8 que l'arc (x, y) de la courbe aurait au 


moins un point — celui d’abscisse 8 — situé au-dessus de sa corde har-. 
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monique et lorsque y << que l'arc (+, 8) de la courbe auraitau moins 
un-point — celui d’abscisse « — situé au-dessous de sa corde har- 
monique. De plus, si l’arc (a, 8) de la courbe ne coincide pas avec 
sa corde harmonique, l'égalité est à exclure dans le résultat précédent : 
pour tout point extérieur à (x, B), F(3) >u(S; «, 6). Car, sien un 
point y extérieur on avait F(y) = u(y; «, B), il suffirait de prendre un 
point y, intérieur à (a, B), tel que F(y,) << u(y,; «, B) pour conclure 
que l'arc (y,, y:) de la courbe aurait des points au-dessus de sa corde 
harmonique — le point d’abscisse 8 si y>$, le point d’abscisse & 
si y Lx —. | | 

Par conséquent, si un arc (x, 8) ne coincide pas avec sa corde har 
monique, on aura 


| F(2)<u(S;æ B) pour a<3<$ 
et | 
F(3)>u(3;a B) pour a<3<a, etpour B<S<£b. 
De là résulte la première partie du théorème II. 
Pour démontrer la seconde partie du théorème II, considérons un 
arc quelconque (a, 8) -a<a< <6 — de la courbe. Faisons main- 


tenant tendre 8B vers «+o. Si B,, B, sont deux valeurs de B et si 
8, > B., les cordes harmoniques 


n=u(; a, By), Ji u(3; a, Bs) 
des arcs (x, B,) (a, B,) de la courbe vérifient les inégalités 


Wi27, ‘pour >, 
VeEHora | poate le Bata, 


qui résultent du fait que le point S= 8, de la courbe y = F(3) ne peut 
se trouver au-dessus de la corde harmonique y,. On conclut de la, que 


lorsque $ tend vers «+ 0, u(S; a, 8) tend uniformément dans (a, b) 


vers une fonction U,(5) telle que U,(x) = F(a) et que F(S)2U,(3) 
pour $ Æ «. Le lemme I appliqué à F(S) et U,(S) montre alors, 
puisque a <a <b, que A*F(a)20. 


| 
| 
| 
a 
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4. Tangentes harmoniques. La condition (K). — Nous dirons que 
la courbe y = F(S) possède au point © = « une tangente harmonique 
à droite y = U,(S) [à gauche y == U_(5)] lorsque U,(3)[U_(*)] est la 
limite unique de la corde harmonique de l'arc (x, 6) de la courbe 
quart 8 tend vers « + o (# — o). On pourrait démontrer que la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que U,(2) existe est que la dérivée à 
droite F’,(3) de F(3) existe et soit finie au pointS = «. Nous n’aurons 
pas besoin de ce résultat. 

Bornons-nous à calculer A, F(«) en supposant que F(a) et F_(a) 
existent et sont finies. Nous aurons dans le voisinage de a 


pour J <a, F (3) = F(a) + FL(a)(3—a)+0(9—a) (*), 
pour 3 > a, F(3)=F(a) + Fi. (a@)(3—a) + 0(3— a). 


Décomposons l'intégrale de A, F(a) en deux parties relatives aux 


w=h 


deux arcs dans lesquels le petit cercle w = À de centre (a, 0) est décom- 
posé par le parallèle ==. Il viendra 


ny pnt I ! ‘ia a ! [A pa ! À 
AF(x)= oma LE CU a)ds +F(a) fF a) ds'] + o(h) 
(3150) (3'2a) 


Or, on vérifie aisément que 


I I 3 I 1 ak) 

in S'—a ds =tim +f S'—a)ds'=-- 

vs Ui rnb bao. Aamsinh Lea T 
pul SAT Ce 2 (322) 


Par suite, 
(6) fin BPCO 2 2 pre (a) — FL (a). 


FL it — 
2 


Lorsque F(S) possède en un point une dérivée à droite et une dérivée 
à gauche, toutes deux finies, la condition nécessaire et suffisante de 


leur égalité est donc que lim A,F : sin= soit nulle en ce point; si ces 
+.) 

ar me ee ee — 

(1) o(3— x) désigne symboliquement une fonction quelconque de 3 dont le quotient 


par 3 — a tend vers zéro en même temps que 3— 4. 
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dérivées sont différentes, on a A*F = + æ ou A* F = — oo. Remarquons 
"+1 Lam : 
d’ailleurs que lim A,F(S) : sin = peut s'annuler en un point sans que F 
h=0 


possède en ce point des dérivées à droite et à gauche. 
La condition 
(7) tim AHFC) 2 6 


i= @ihte 
2 


interviendra dans plusieurs des théorémes que nous établirons. Pour 
abréger, nous l’appellerons la condition (K) (*). Nous dirons qu'une 
fonction satisfait à la condition (K) en un point, lorsqu'elle vérifie en 
ce point la relation (7); nous dirons qu’elle satisfait à la condition (K) 
dans un intervalle (a, b), lorsqu'elle y satisfait en tout point inté- 
rieur a << 3 < b. | 

Il est clair que la condition (K) est satisfaite en tout point où les 
deux paramètres A*F et A*F sont finis. 


Lemme II. — Soit F(S) une fonction continue au point 5,(0 <3,<7) 
et dans son voisinage. Soient u,(S), u,(S) deux fonctions harmoniques 
différentes ayant la même valeur que F(3) au point 3,.Si, dans le voi- 
sinage deS, 


F(3)Su(3) et F(3)£u:(3) 
ou, si 
F(2)2u,(3) "et F(3)2w(3), 


alors F(2) ne peut satisfaire à la condition (K) au point S,. 
Supposons, pour fixer les idées, que w,(5,) > u,(S,) et plaçons 
nous dans le premier cas. En utilisant la fonetion auxiliaire . 


u,(3y"" poire 333), 
u,(3) pour i 


g(3) = 


nous aurons F(S,) = g(%,) et F(5)£g(S) dans le voisinage de S,. 
Par suite, pour 2 suffisamment petit, A,F(S,)SAng(S,). Or, d’après 


(1) Cette cunditiva est l’analogue de celle : lim Pst = al ala de a = o 
x - 


h=0 
que M. de la Vallée Poussin appelle la condition (K). 


— bn 


— a — 


mer 


Paar eS OORT! 
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la formule (6), 


sate!’ BP il ' 
lim Ang(21) : sin = = 2 Lu, (8) — ul! (S:)] <o. 


h=0 


Par conséquent, 


lim A, F(3;) : sin à < 0. 


h=0 
La condition (K) n’est donc pas satisfaite. 


Lemme III. — Si la fonction continue F(2) vérifie la condition (K) au 
point 3, (0<5,<7), il ne peut exister, au plus, qu'une seule 
fonction harmonique u(%) telle que u(5,) = F(5,)etque TEE 
Ju(S)<F(S)], dans le voisinage de 3,. 

Car, si o(3) était une seconde fonction harmonique telle 
que o(S,)=F(S8,) et que o(S)2F(S) dans le voisinage Gems, | 
lemme IT montrerait que F(S) ne pourrait pas vérifier la condition (K) 
au point S,. 


5. Tuéorèwe IL. — Soit F(3) une fonction continue dans l’inter- 
valle a<3£b,(a>o, b< Tr) et satisfaisant à la condition (K) à l’inté- 
rieur de cet intervalle. S'ily a des points de l’arc(a, b) dela courbe y = F (5) 
au-dessus (au-dessous) de la corde harmonique de cel arc, l’ensemble 
des points de l'intervalle (a, b) pour lesquels A* F(S)<o | 4* E(S) 32 o| 


ala puissance du continu et contient un sous-ensemble parfait. 


La démonstration comprend deux parties. Dans la première, nous 
montrerons que l’ensemble des points où A*F£o contient un sous- 
ensemble E, qui a la puissance du continu et qui est fermé. Dans la 
seconde, nous nous débarrasserons par un artifice simple des points 
où A*F = 0 et montrerons l’existence d'un ensemble parfait de points 
où A*F<o. 

a. Soit y=u(S) la corde harmonique de l'are (a, 6) de la 
courbe y = F(%). Par hypothèse, au moins un point del'are — et, par 
suite, une infinité, puisque F(3) est continue — se trouve au-dessus 
de la corde. Il est alors possible de déterminer un nombre € > 0 assez 


€. 


petit pour que toute courbe harmonique y =6(2) passant par le 


9 
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point [a, F(a)] et ayant en ce point un coefficient angulaire s’ (a) tel 


que PES 
u'(a)£v'(a)£u'(a) +e 


ait encore des points de l'arc au-dessus d’elle. Nous allons voir que 
l’on peut attacher à chacune de ces courbes y = (3) une valeur à”, dif- 
férente d'une courbe à l’autre et telle que A* F(é") So. L'ensemble des 
valeurs 6° aura, par suite, la puissance du continu; en lui adjoignant 
ses valeurs d’accumulation nous obtiendrons l’ensemble E,. 

(3) étant l’une quelconque des fonctions harmoniques définies ci- 
dessus, la fonction continue g(5) = F(S) — v(5) possède dans (a, b) 
un maximum absolu positif. Soit ©” la valeur de 3 pour laquelle ce 
maximum est atteint, ou, s’il y en a plus d’une, la plus grande d’entre 
elles. On aura, dans le voisinage de *, 


g(S)Eg(d"), si SL; - g(S)<g(d'), si 3> 0. 


Par conséquent, A,g(0") sera négatif, pour À suffisamment petit. 
Or, A;,g(è*)— A;F(3), puisque A,e(6") —o. Done, A,F(e") <0, 
d’où A*F(6*) <0. 

Soient maintenant ¢f, à; les valeurs à’ relatives à deux courbes ¢ dif- 
férentes : 9,(5) et ¢,(S). Menons par le point [8*, F(¢*)] la 
courbe y= u,(S) parallèle à y= ¢,(S) et par le point [8%, F(6*)] la 
courbe y =u,($) parallèle à y —+,(5). u,(S) et u,(5) sont les 
fonctions harmoniques 


uy (3) = (8) + F(d}) — v,(0;), 
Us (3) = 2(3) + F(d3) — 2(03). 


Or, en vertu de la signification de à’ et de 63, dans le voisinage de 6* 


F(3)Su,(3); 
dans le voisinage de ¢* 
F(3)£u:(3). 


Si à; était égal à 6%, le lemme III entrainerait l'identité de u,(S) et 
de u,(3), done aussi celle de v,(S) et de #,(S), ce qui est contraire à 
l'hypothèse faite. 6f est donc différent de à. 


_ ee tt der ont tt 


DS ne A ge | 


= 
À 

2 
2 
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Supposons maintenant que #,(a)< v,(a). Alors, °,(3)<%(9), 
pour 3 > a. Mais, puisque 27 est la valeur maximante de F(é) — 9, (3) 
et 5¢ la valeur maximante de F(%) — v,(3) dans (a, 6), ona 


= F(8;)— 0184) 2 F(t) ~ 94088), 
F (33) = 02( 3) 2 F (8;) #2 (94). 


Si 8*> 6%, nous aurions, puisque ?,(3) — 9, (9) est fonction croissante 
de S, ‘ 
0, (85) — 91(03) > #2(87) — 1 (04): 

L’addition membre à membre des deux dernières inégalités don- 
nerait alors l’inégalité 


F (83) —04(83) > F(d1) — #01) 


qui est incompatible avec (a). Donc, 6% 3*. En d’autres termes, la 
valeur * qui correspond univoquement à la fonction o(5) est une 
fonction décroissante de l’inclinaison #’ (a). 

L'ensemble £ des valeurs ¢* a donc la puissance du continu; pour 
chacun de ses points, A*F So. Soit E, l’ensemble formé par & et ses 
valeurs limites. E, est fermé et a la puissance du continu : il contient 
done un sous-ensemble parfait. Pour montrer qu’en tout point de E,, 
A’ F<o, il suffira évidemment de faire voir que si d est limite d’une 
suite convergente quelconque de points $* de l’ensemble €, on aura 
encore A F(è)<o. Soit, en effet, 9,(2) la fonction harmonique ¢(*) 
à laquelle correspond à. S* étant une fonction décroissante de #’ (a), 
il est clair que lorsque à, tend vers 5, (a) aune limite; par suite, les 
fonctions harmoniques ¢,(5) convergent uniformément dans (a, 5) 


vers une fonction harmonique (3). Les fonctions 
un(3) = On(3) + F(0,) — n(9n) 
convergent donc uniformément vers la fonction harmonique 


2) = 70) + FB) — (8), 


et les relations 
F (6%) = 4n(9n)s F(3)S un(3) 
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entrainent ns 4 
F(8) = u(d), F(3)£u(3). 


‘ ++ ». x < 
Par conséquent, d’après le lemme 1, on a encore A*F(2) So. 


b. Pour achever la démonstration du théorème, nous nous servi- 
rons de la remarque que 


(8) A log sins =—1 (0 <3<T). 
Prenons la constante positive 7 assez petite pour que l'arc de courbe 
¥ = F(3) — nlog sina (429 TR 


qui peut être pris aussi voisin que l’on veut de l’are y = F(5), ait 
encore des points situés au-dessus de sa corde harmonique. 
F(3) — nlogsinS satisfaisant à la condition (K) en mème temps 
que F(5), il résulte de la première partie de la démonstration du théo- 
rème III que l’ensemble des points où A*[F(S) — nlogsinS|£o 
contient un sous-ensemble parfait. Or, 


A'[F(3) — n log sinS] = A*F (3) — nA log sind = A'F(3) + n. 


Par conséquent, pour les points de cet ensemble, A*F(3)<— y et 
a fortiori A*F(S) <0. ; 
Une conséquence immédiate du théoréme III est le suivant : 


Tuéorème IV. — Si F(S) est continue dans l'intervalle a<S<b, 
(a<o,b<7), et satisfait à la condition (K) à l’intérieur de cet 
intervalle, l'ensemble des points intérieurs de cet intervalle où A*F <0 
(4° His 0) est nul ou contient un sous-ensemble par fait. 


Supposons qu'il y ait au moins un point intérieur où A*F <o. Il 
existe alors au moins un are de la courbe y.= F(S) ayant des points 
au-dessus de sa corde harmonique et par conséquent, d’après le théo- 


rème III, un ensemble parfait de points où A°F <o. Car, dans le cas _ 


contraire, aucun arc de F($) n'aurait de points au-dessus de sa corde: 


| 
| 
| 


> 
a 
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d’après le théorème IT, A°F et a fortiort A*F seraient positifs ou nuls 


en tout point intérieur de (a,b), ce qui est en contradiction avec notre 
hypothèse. 


6. Tuéorème V. — Si F(S) possède une dérivée F'(5) continue dans 
l'intervalle ak 3<b, (a < 0, b LT), on a en tou? point intérieur de cet 
intervalle 


(9) : F'(S)cot3 + DF'(S)SA*F(S) <A*F(S)<F'(S) cot3 + DF'(3). 


DF (9) et DEF'(3) désignent, pour abréger, les limites in  férieure et supé- 
11 OT 
rieure de ter lorsque h tend vers zéro. 

Affectons le parallèle du point (3, ®) de la sphère d’un sens de cir- 
culation positif correspondant à ® croissant. Affectons également le 
grand cercle passant par (3, ®) et par le point voisin (~’, ®’) d’un sens 
de circulation positif allant de (3, ®) à (9', D’). Désignons par } l'angle 
que fait le grand cercle avec le parallèle et prenons le sens positif de } 
tel que J soit égal à : lorsque (2, ®’) est au pôle $’=— o et que Ÿ soit 
égal à — = lorsque (3’, ®’) est au pôle 3’ =z. L'élément d’arc ds’ au 
point (2’, ®’) du petit cercle o = h est alors égal à sinh dy et A,F(S) 
peut s’écrire 

AF()= = |  [F(3')—F(S)] 4p. 

; o=h 

(—"S Sr) 

Dans cette intégrale étendue aux points (=, ©’) du petit cercle de 
centre (9, ®) et de rayon sphérique h, Y varie de — + à + 7. Si nous 
décomposons cette intégrale en deux parties étendues chacune à l’un 
des petits demi-cercles ayant le méridien du point (S, ®) comme base, 
ces deux parties auront même valeur par raison de symétrie. Il suffira 


. eC T T 
donc de faire varier Ÿ entre — = et =: 


ref (FEN—-FEI4 = fi, a3 xf 


h 
( By cB) (-FS 429) (LYS) 
HAT D hs Rata + 


A7 
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Introduisons dans la première intégrale du dernier membre la nouvelle 
variable £—%—9S et dans la seconde intégrale la nouvelle va- 
riable £ — S — &’. Dans les deux intégrales & variera entre o et A. Pour 
éviter la confusion qui pourrait provenir du fait que § a une significa- 
tion différente selon que est positif ou négatif, nous poserons 


T 
~=—, lorsque —- Sp So, 
et 


v=, lorsque osys 


. . . T 
Ÿ, et Ÿ, sont donc deux angles positifs qui varient entre o et =+ Nous 
aurons ainsi 


=A 


pense | 1 
MPG Ff (E+) FAI sf FE) FA as 


Eh 
=: f LE(S +E) — F(3)] (db, — ds) 
L << FA 
+= [F(S +) + F(S—E) — 2F(3)] dy, 


=1,(3,h) + 12(3,h) 


en désignant, pour abréger, par 1,(3, A) la première intégrale et 
par I,(3, À) la seconde. 
Nous montrerons, dans les deux paragraphes suivants, que 


(10) him I, (3, 4) à sint 4 = F'(S)cotS 
| ed 
et que 
(11) pE(3) Stim 2) <j LO <p ergy, 
. 14 Fi sint À nn 
sin? = sin? — 


La démonstration du théorème V sera alors achevée. 


7. Étude de 1,(5, h). — Puisque, par hypothèse, F’(S) existe et est 


| 
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continue, nous pouvons écrire 


LS, 2) Fs) LT" 


ERNEST ; Ed(4i— a) 
sin? — T Sin? —“ $=0 
2 2 
1 SR CF(S+E)—F(S) 
= $e — FS) | Ed — 4). 
eds | ë | 


Or, nous allons montrer que 


Eas | 
if. Eat) = cos 


0 : = 
nsin? —*5—0 
2 


(13) lim 
A= 


et qu’il existe une constante M telle que 


1 Eh x 
(14) ae E|d(di— Ye) < M, pour CRE à: 


Par suite, puisque Mea tend vers F’(3), la seconde intégrale 


de (12) tendra vers zéro, comme on le voit en lui appliquant le théo- 
rème généralisé de la moyenne. La démonstration de la formule (10) 
est donc ramenée à celle des formules (13) et (14). 
Or, si nous prenons en particulier F(3) = 3, nous avons 
bah 


LG, Dex [Eddy (3, =o. 


Par conséquent, = 


ART = rc he Ed(b,— 2). 


sah , 
sin? — tT Sin? — “$= 
2 2 


Mais, d’autre part, puisque 3 possède une dérivée seconde, la for- 
mule (5) donne | 
lim =, 
a ant 

2 


oder 
— AS — nS (sine 5) = ToL. 


La formule (13) est done établie. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Ocrosre 1922. 37 
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La formule (14) est plus longue à démontrer. Il est nécessaire que 
nous calculions d(},— .) pour estimer son ordre de grandeur en 
fonction de 2. Désignons par N le pole $ =o de la sphère, par P le 
point (S, ®); § étant un nombre positif ou nul au plus égal ah, dési- 


gnons encore par P, le point du demi-petit cercle wo =A (- = = ve ) 


qui a la coordonnée 3 — 5 +Ë et par P, celui qui a la coordon- 
née S=S’—£. Soient y, l'angle au sommet N du triangle sphé- 
rique NPP, et 7, l'angle au sommet N du triangle sphérique NPP,. Le 
triangle sphérique NPP, a donc pour longueur de ses côtés : NP — à, 


PP,— A, NP,—S<+E£; son angle au sommet P est égal a= +,.Le 
triangle sphérique NPP, a pour longueur de ses côtés : NP —%, 
PP,— A, NP,—S—-E; son angle au sommet P est égal à = —,. La 


formule fondamentale de la trigonométrie sphérique donne dans le 
triangle NPP, 


cos(3 + €) = cos® cosh — sinS sink sind, 
et dans le triangle NPP, 


cos(3 —&) = cosS cosh + sinS sink sins. 
Donc, par différentiation par rapport à &, 


sin(S + &) di — sinS sinh cosy, dy,, 
| sin(S — E) dë — sin? sinh cosy}, dy; 
il en résulte 


d(vi— Le) = db, — dy, = de | 


sinS sink cosh; cos, 


Or, la relation des sinus donne 


sin(S+£) _ siny, sin(3—&) _ siny, 
cosy, sinh’ cos},' sinh 


Par suite, 


Ais — Sings — Sin y: 
(Yi — 4) sin? sinS dé. 


+, aD 


À 


<i ER, 


tas ae i Sa EN 
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Donc 
I ai 
sf = ral E|siny,— sinyal dé. 
sin? = $=0 sin? = sin? A sin3 
0 
En se servant des relations : 
sing = 28in — = 71 COS = FT sin y2 = 2sin > = {a COS = Ja 


' I if . : . 
et en développant COS— 71» COS > Ja Sulvant les puissances de y, et 
de y, on voit que 


O(siny,— siny:) = O(sin pi sin za) + O(73) + 0(73) 
ivf ,A71 ig 1 a I 
==) (sin usin La) +O (sin Jt 0 (sim 1) 


Mais, à l’aide de la formule connue de résolution des triangles sphé- 


riques 
on Ts N ieee re À = 
ia ASE CRT Oc 
RER TETE 
sin — À — —— — — ——— 
2 sin b sine 
on voit que 
“f= RE ot ME 
sin sain sin esin E 
bend 2 nul 2 2 
SIN — = Sahay Sea Se TE — Y2 — oe 
2 MA sin sin(S + 4) / 222 sinS sin(3 —Ë) ” 
sin a= = sin noe 
ni me | 2 2 ysin(S—é)-—- Ysin(S +6) 
Sis Sil — fa = aS ae 
2 2 sin Vsin(3 — €) sin(3 + ) 


Par conséquent, 
0 (sin Lx) = 0 (sin 2) = O(VU—E)), 


0(sin4 a sinus) = O(EVA— 2). 


(1) O(g(2)) dé gie une fonction quelconque dont le quotient par g(h) reste borné 
lorsque 4 tend vers zéro. 
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On aura donc 


Eh 
I 
af. Het 


=O E fe £0 (sinz— sin 7s)| 46 | 


= [ff §0(sin — sn &)|«] 
cfa f'dp(esix) os) 

=0(h avira) +0[x [T4] 

=0( VIE du) +0[4 [avt di 


= 0(1) + O(hk) = O(11) 


| ae : . 
en posant u— + L'expression (14) reste donc bornée lorsque A 


tend vers zéro. 


8. Étude de 1,(3, 2). — En remarquant que 


& 
F(SHE)—aF(3)+ Feb) =f LE(S + 0) — F3 —0)] de 


nous aurons 


te ey ' 
COTES D ‘ah f PO+O PE 


2t 


Le théorème de la moyenne donne, pour o <i<h, 


1 & - | 
CR A lo eee a fdi ; | 
O0<tch at A L | 


(1 Ss és — 
pero a re LL dts borne aap. 


meme Ca PoP yea 
0<tch 
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Par conséquent, 


E=A ' ’ 
35) 2 if ab borne tie ee PAR 0) 
msin? * VE=0 0<tch at 
2 


L(S, À = ! PS — 
AMIE : if: E?dl,. borne sup. ee) Oe 2 À 
E—o 0<tch À ae 


ie sets 
Sin?— asin? — 
2 | 


Or, si l’on prend, en particulier, F(3)=3?, 1,(3, h) se réduit 


Eh 
, RE: ey PET ORRS 
à =f E? db, et +— dad après la formule (10), la limite 23 cotS. 
FVE=e sin? © 

2 


Comme, d’autre part, AS? = 25 cotS + 2, on conclut que 


(16) lim — if Et d,=1. 


Remarquons maintenant que 


LY 


(17). 


F(s+¢)—F(3—¢) sf F(34+¢t)—F(3)  F(S—t)—F (3) 
2t == t = —t | 


est la moyenne arithmétique des nombres 


‘ F(3 + 4) —F(S) F(3—0)—F(3). 
| 4 i if 
Par conséquent 


Bi + Ce EE OT it 


' __p 
| borne inf. Pie) RAS) 


as" ni Mn PE 


(18) 0<tch 2c 0<|t|<h t 
Ma 4, Sr te ’ AT 

Ç | borne sup. 2d aha laieaad Sy e sup. FS + 0) —F (3) | 
4 o<lch at cies t 


. Mais on sait que la borne inférieure et la borne supérieure de 


à F(34 F2), 
É 


pour o<|z| <A, tendent respectivement, lorsque À tend vers zéro, 


À 
ee 
+ 
Y 
é 
Z 
‘ 
4 
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vers la dérivée inférieure de F’(3) 


F'(3+t)—F(3) 


(19) DF'(3)= lim : 


t=0 
et vers la dérivée supérieure de F’(3) 


F’(3) + ¢) —F'(3)_ 


(20) DF’ (3) = lim : 


En faisant tendre A vers zéro dans (15) et en tenant compte des for- 
mules (16)-(20), on obtient sans autre l'inégalité (11). 


9. TaéorÈmE VI. — Soit f(3) une fonction sommable dans l'intervalle 
(a,b}),(a>0,b <T7), finie sauf peut-être aux points dun ensemble de 


mesure nulle. ¢ étant une quantité positive arbitrairement petite et « un 
point quelconque de l'intervalle (a, b), on peut construire : 


a. Une fonction ®, (3) continue dans a£S£b, telle que : 

“be 050,(2)— gts [Ent dice (a£3£b);. 

2° En tout point intérieur de (a, b) où f (3) est finie, 
DO) >f)— S55 [ sersing de 

b. Une fonction ®, (3) continue dans a£ 3£b, telle que: 

Le eee te f(Z)sinEdESo  (a£3£b); 

2° En tout point intérieur de (a, b) où f(3) est finie, 


2 
D, (3) <s(2)— sos f f(é)sin E dé. 


- Nous savons, en effet, déterminer une fonction continue 9, (S) par 


ea  P R 


0 


mas — 2 


4 
7 
a 
+ 
4 
- 
; / 
4 


to 
> 
wt 
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les conditions (') : 


By 
3 on @)— f FE)dÈSe "(aST<b); 
œ 


2° En tout point intérieur de (a, b) où f (5) estfinie, 
D 9 (4) >f(*). 


Nous savons, de même, déterminer une fonction continue 5, (+) par 
les conditions : 


ce] 
re Lesg@ f rase ‘(ess 
x 


2° En tout point intérieur de (a, b) où f(S) est finie, 
D 2, (3) < (3). 


Il suffira maintenant de prendre 


2 sty onitrensd 
- COST | 5 
= f dé ee f(t) sin tdt, 
&% pot? 
> > > task [7 ; 
02) =9:()— f dé ae | S (1) sin tdt, 
a 7 pier 


pour obtenir deux fonctions qui répondent aux conditions du théorème. 
Remarquons, en effet, qu'en intégrant par parties le premier terme de 


l'expression 


> 


ts MOMSADT Æ 3 
ere tsar 6 AIME, 
a a 


sine Us 


, à 
jer : : ns 1 ie : 
nous vérifions que cette expression est égale à — = [ fKE) sin£di. 
é : sly 


On aura donc 


3 > 
D, (5) — ed [ f (&) sinEd? = 9 (3) — | feds, 
œ als 


= 
SIND 3, 


one hr rie nnrnirennti sr hertenteent n 


natal td lin a 
(1) Voir, au sujet de la prssibilité de cette d termination. Gu.-J. pe uA VALLÉE Poussin, 


loc. cit. p. 708-711, où le Cours d'Analyse du meme (9° édition. Gauthier- Villars. 1909). 


tT, § 282. 
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ce qui montre que ®, (3) vérifie la première condition qui lui est im- 
posée. D’autre part, 


a 
sa ; 
DE (2) = Da (5) Se fsa) sin ede, 
a 


et puisque D, (3) est supérieure à f(S) en tout point intérieur 
où f(S) est finie, la seconde condition imposée à ®, (3) est aussi vé- 
rifiée. | 

Méme raisonnement sur ®, (5). 


Remarque. — Les conditions 1° imposées à ®, (3) et à ®, (3) pour- 
raient étre remplacées par les suivantes : 


I 


J 
ed (2) — S's f J(EsinEdi£o, 

| hae 
05, (3)— sre ff (E)sing ase, 


car il suffirait, pour obtenir ®, (3), ®, (3), de retrancher ou d’ajouter 
la constante ¢ aux fonctions du théorème VI. 


10. L’analogue du théorème de Schwarz. — Il est constitué par le 
théorème VII et par le théorème VIII; il permet de remonter du para- 
mètre généralisé de Beltrami d’une fonction à cette fonction. 


Tuéorëme VII. — Soit F(S) une fonction continue dans l'intervalle 
a£$£b, (a>0,b 7). S'il existe une fonction J(S), finie a l'inté- 
rieur de l'intervalle (a, b), sommable dans cet intervalle, et telle que 


A*F(S)Sf(3)SA*F(3) (a<3<b), 
ona : 


3 È 
(21) F(3)= f see J f (2) sine dt + clog tang = + c; (a2S = 5), 
a a 


a étant un point arbitraire de l'intervalle et c,; c, des constantes. 


Remarquons d'abord que le changement de « dans la formule (21). 


a simplement pour effet de modifier la valeur des constantes c, et c,. Il 
suffira donc d'établir le théorème pour une valeur particulière de «. 


Mais 


£. Or, 
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a. Supposons d’abord bs=. Formons les deux fonctions ®, (5), 


®, (3) du théorème VI, relatives à /(S), en prenant « = a dans nos 
formules. Construisons dans l'intervalle a < S <b les trois courbes 


a 
n= F(3)— f (Ede, 


© 1 
y= F(3)— | = f(t)sin dt, 


sing J 


3 
n=k(2)— f ®, (€) dé. 

Puisque 1 
pa | 


PA (6)E siné 


[s(a)sinedeS®, (2) (@SESb), 


nous aurons pour aSS<b 
Fuad =: 


3 
n—n= fi [®, (&) — P,(E)]dE£2e(b—a)<2re. 


Donc, pour a£3£b, 


OL} — V1 L2TE, 0£Ya— Y LIRE. 


Les trois arcs de courbe y,, y, 2 ont la même origine d’abscisse $ = a. 
Soient ¢,, 9, % leurs cordes harmoniques dans (a, b). Nous aurons, a 


l'extrémité S = b des arcs, 


Op —pi=Yy— Ji L2TE, os p— = Jay ate. 


Par conséquent, pour a <3Sh 


P, 202%; p— p, LATE, Py—p LITE. 


h 


: 3 nt E ait 
sin’ — sin* > sin? — 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — Ocrosre 1922. 


à 
Anyi(3) _ AnF(3) _ 1 anf D(E)dE  (a<S<b). 


38 
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Par suite, à la limite == 0, 


3 
At yi (2)SA" FG) —3* fo MG) (<<). 
Par hypothèse, A° F(5)£/(2). D'autre part, d’après le théorème V, 
7 
a" |. d(E)dE>d,(S)cou3+DB(S)  (a<T<b). 


Mais, en vertu du choix de ®,(5) et parce qu'ici b£<et par suite 
cotS2o0, ona, pour a 3 <b, 


&, (& enr [°° J(E)Sinë a 


et 
cosa 
sin? S 


D ®, (3) > (3) — SS fa 1 (E) sink de. 


Par conséquent, 
An (3)2f(3)—, (3) cots — D ®, (3) 
<f(3)— 


3 
eS cosa : 

oe ‘i f(z) sing de —f(@) + SS (f(z) sing & =o, 

c'est-à-dire 

Atyi(3) <o (a<3<b). 


On établirait par un calcul analogue que 
A'y(5)>0  (a<3<b). 


En vertu du théorème I, l'arc y, est donc, dans l'intervalle (a, b), 
au-dessus de sa corde harmonique et l'arc y, au-dessous de sa corde 
harmonique : 


JE Cis Ya< he, pour a<S<b. 


A fortiori, donc, 


ies Ni ¥ Te CE 
ou 
se ¥ Us, pour ex s=<b. 


Or, puisque à l'intérieur de (a, b)e,©vv,, nous concluons qu’à 


EN iY 


ENS ER ER RE TER 


’ ? : 
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l’intérieur de cet intervalle 
ly —¢|<02.— pi < are. 


Pour = =aetS=b, onay=v. yet ¢ étantindépendantes du nombre 
positif arbitraire e, on a nécessairement y = ». y est donc une fonction 


harmonique dans (a, b), c’est-à-dire de la forme c, log tang © + Co. 
Le théorème est donc démontré. — | 
b. Supposons a2= . On ramène ce cas au précédent par la substitu- 


tion 0 = x — 3. 
ce. Supposons enfin a < = = <b: Appliquons alors le théorème à 


chacun des intervalles (a, à et (£: b) en prenant «= > = dans chacun 
d’eux. Nous obtiendrons : 


T 
pour aSS£ =: 


un 
_ 
= 


F@= f so [rt sintdr eylogtangs + es: 
T T 


4 


+ : . 
ee 
F(3)= fs 14 f(tsinede + dilogtang? + dh. 

: 


F(S) étant continue au point =; Fa on conclut d’abord que c, = a. 
Ces formules montrent ensuite que F() possède au point S= > une 


dérivée à gauche F_ G jet une dérivée à droite F, (£ =) dont la dif- 
ference est | 
, (2) Sr (2) = ae 


Si cette différence était différente de zéro on aurait, d'après une re- 


marqué faite au paragraphe #, 4° FT ) QU —— 5 selon que 


d, —c, > 00u <0. Maisalors, contrairement al’hy pothèse, (8) serait 


20 
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infinie au point 5 = =. On a done d,=c,, ce qui achève la démons- 
tration. : ny 
Les résultats du théorème VII subsistent lorsque la fonction /(3) 


est infinie sur un ensemble qui ne contient pas de sous-ensemble par- 
fait, pourvu que sur cet ensemble F(3) satisfasse à Ia condition (K). 


On a, en effet, le théorème : : 


Tutorime VIII. — Soit F(S) une fonction continue dans l'intervalle 
a£S£b,(a>0,b<®7). Sil existe une fonction f(3) sommable dans 
(a, b), telle que 


A'F(S)£f(S)£AF(S) (a<3<b), 


si de plus l'ensemble des points où f (3) est infinie ne contient pas de sous- 
ensemble par fait et si aux points de cet ensemble F (5) vérifie la condition 
(K),ona 


3 c 
F(3)= f af S(t) sintdt +c, logtang= + cs (a£S£b), 
a a 


a étant un point arbitraire de l'intervalle et c,, c, des constantes. 


En reprenant les raisonnements précédents nous conclurions de 
nouveau qu’en tout point intérieur de (a, b) où f (3) est finie, on au- 
rait encore 


A* }1 <0, A y: > 0. 


On peut encore conclure de ces inégalités que pour tout point intérieur 
à (a, b) 


HV 


: < 
J1Z=P1, Ya = Vo. 


Car, s’il existait, par exemple, un point où y, <+,, il résulterait du 


théorème III que A y, serait positif sur un ensemble de points conte- 


nant un sous-ensemble parfait. Or, d’après ce qui précède, les seuls 
points où A’y, peut être positif sont les points où /(S) est infinie et, 
par hypothèse, leur ensemble ne contient pas de sous-ensemble parfait. 


. us T . 
Dans le cas où b£=et dans le cas où a2= on pourra donc continuer 


ae J T 
le raisonnement comme plus haut. Dans le cas a ei b, on conclura, 


nt, ser 


mn 


Caen. me 
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à . 7 oy re . TE. . 
comme plus haut, l'inégalité c, = d:. si f(5) est finie, on conclura, 
: T 3 . " are 
comme plus haut, que c,— d,. Si f(§) est infinie, F(S) vérifie la 


condition (K) au point >= ; par suite F. (5) et F° (=) devront 
. : PS si / . 
encore être égales, d’ouc,=d,. , 


11. Séries de polynomes de Legendre. Fonctions génératrices. — 


: dn 

Soit. .P, (2) = a aoe [(x? —1)"] le polynome de Legendre de 

degré n (n=0, 1, 2, ...) et soit D a,P,(x) une série de polynomes 
n=0 

de Legendre à coefficients a, quelconques. S'il existe une fonction 

g(a), sommable dans l'intervalle (— 1, + 1), telle que 


ai 
ani g(æ)P,(zx) dx — ar (n=0, 1, 2, ---). 
= 


nous dirons que g(x) est la fonction génératrice de la série > a, P,(@) 
n=0 


(convergente ou non). Alors que nous appellerons série de polynomes 


a bd a , ’ 
de Legendre une série quelconque à a,P,(æ), nous réservons la déno- 


n=0 
eo 


mination de série de Legendre à une série bY a,P,,(a) qui possède une 
n=0 
fonction génératrice g(x). & est, dans le dernier cas, appelé le 
n*™ coefficient de Legendre de g(x). 
On sait que si deux fonctions sont les génératrices de la méme série 
de Legendre, elles ne peuvent différer que sur un ensemble de mesure 


nulle. 


Une condition nécessaire pour qu'une série ; a,P,(x) possède 
n=0 
une génératrice est que (1) 
ao «An 
lim — = 0. 
n 


EE Te Oe ar ae 


(1) Problèmes de Cantor, § 2, p. 230, et § 4, p. 23°. 
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Une condition nécessaire pour qu'une série de polynomes de 


Legendre Y anPr(x) converge presque partout dans l'intervalle 


(— 1,1) eae cm 


a 
lim — =o. 


nae Vn 


La substitution 2 = cos 3 fait correspondre a toute série b> a,P,(x) 


n=0 


la série > a, P,(cos®). Si la première possède une génératrice g(x), 
n=0 
la fonction 
Sf (7) =8(cos3) 


est telle que f (2) sin S est sommable dans (0, 7) et l'on a 


DT ES TE | 


Tv 
a= Ff (NPA (cos) sin dy) «(a =o, 1, 2, ..:). 
f 


Nous dirons alors que f(S) est la génératrice de la série de 


Legendre 2 An Ph (cos 3). 
12. ‘Développement de | ok sink af f @ sin t dt en série de Legendre. — 


Nous aurons besoin, dans la suite, du développement de 


de at 
G@= f. a freivca OR PA o<a<n) 
D sc. 


en série de Legendre, en supposant que la fonction /(S) sin S est som- 
mable dans (0, =). Soit 
2n+I 
An — 
2 


fe J (3) Pp (cos3).sinS d3, 


(') Problèmes de Cantor, § 1, p. 228. 


ee 


« 
" 
#4 
a 
i 
oo 
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le n°" coefficient de Legendre de (5S) et soit 


2n 


RE 
Ba = ‘s G (3) P, (cos) sind d3, 
0 


2 


le n®™ coefficient de Legendre de G(S). G (3) étant une fonction con- 
tinue dans o< 3 <7, de carré sommable dans (0, x), G’(S) étant 
également continue à l’intérieur de (0,7), on sait que la série de 
Legendre de G(S) converge à l’intérieur de (0, 7) vers G(S), 


G(3)= Ÿ BaP, (cos)  (o<3<u). 
n=0 
Par contre, en général, la série D a,P,, (cos 3) ne sera pas convergente 


n=0 


dans (0, 7). 
Établissons, pour n > 0, la relation qui lie «, et 6,. En remplaçant 
G(S) par sa valeur dans l'intégrale qui donne f,, nous obtenons 


je * é + IS 
pr f Asin P,(cos®) fi saz f Fesine ate 
0 a Late § 


2 


On peut permuter l’ordre des intégrations dans cette formule. En re- 
marquant que 


= at à 3 œ t 4 T T ™ 
fas az [ a ar f def 2 ars f dt f ae f wae, 
0 a a 0 “0 V0 % t ë 


et en s'appuyant, pour le calcul de ces intégrales, sur l'équation dif- 
férentielle des polynomes de Legendre 


pote £dP sles TN 0 
sin 3 2 (sins Pa) =—n (n+ 1) Pa (6053) 


on obtient, tous calculs faits, 


An an +1 | ff ersineat + (x F'rosiura] 


Pr nn +t) + on(n+1) 


Crh ssh, IS, os À 


20* 
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Or, comme on le vérifie aisément, le n*™* coefficient de Legendre de 
S 

log tang — est 


2n +1 
2n(n-+1) 


(1: —(—1)*], 


et le n°" coefficient de Legendre de log sin $ est 


2n+1 
pee trs y Diet) RS à ]- 


2n +1 


Par suite, an(n +1) 


est le n“™ coefficient de Legendre de 


ÿ 2n +1 


1ème . 
SR ER est le n°"° coefficient de 


L Jog sin $ — + log tang = et (— , 
Legendre de ~ log sin 3 + . log tang — a 


B, est donc, pour n>0, égal a — augmenté du n“™* coef- 


n ra i. 1) 
ficient de Legendre de la fonction 


Tv 
sp f(t) sine de. log sinS 


+ : LL rc sineae— ["stepsinae ogtang 


On aura donc, en remarquant que la série >» 


verge pouro <S<r, 


seen P,(cos3) con- 


an P,(cos3 ‘ | | 
G(3)=— > oe ) + a log sin’ + c, log lang — + ¢ (o <3< 7), 


c, etc, étant des constantes. 


Remarque. — Les valeurs indiquées ci-dessus pour les coefficients 


de Legendre de log sin S et de log tang = montrent que leurs produits 


à J 
par » ne tendent pas vers zéro avec =" Plus généralement même, une 


| 
| 
) 
À 


a 


> “ ‘ ‘ 
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fonction de la forme 


log sind uae ae 
a log Sin? + c: log tang = + Cs 


a des coefficients de Legendre dont le produit par n ne tend pas vers 


A ede . 
zero avec ed à moins que & — Ci — Oo. 


13. La série associée à une série de polynomes de Legendre. — A 


toute série de polynomes de Legendre > a,P, (x) = D anPr(C0SS) 
oh ar ‘ n=0 n=0 
faisons correspondre la série associée 


* 


œ 


an 
F (3) = à tr cea 
n=1 


Pour $40, 7, P,(cos3) est de l’ordre de grandeur de Te comme 
. nm 


le montre sa formule asymptotique (‘). Par suite, lorsque lim . = 0; 


la série associée est absolument convergente à l’intérieur de l'inter- 
valle (o, x) et elle converge uniformément dans tout intervalle entière- 
ment intérieur à ce dernier. F(S) est alors une fonction continue des 


pour o<S<z. De plus, Yan ( 


n=1 
gente, le théorème de Riesz-Fischer (2) montre que F(3) sin = est de 
carré sommable dans (0, 7) et que 


an 


2 
— fo étant alors conver- 
n(n+1) 


TC À : 
2n +I : an be 
ant F (3) P, (cos) sins =) (mW ==1; 4; 3;..+)- 


si a SRE: . 
Lorsque lim <= = 0, F(5) est encore continue aux oints 3 =0, 
Vn 


n= © 


3 — + et elle satisfait à la condition (K) à l’intérieur de l'intervalle 


rr ITT 


(1) Problémes de Cantor..., § 1, p. 229, formule (>). 

(2) Pour une démonstration de ce théorème, voir, par exemple, M. PLANCHEREL, Con- 
tribution à l'étude de la représentation d'une fonction arbitraire par des intégrales defi- 
nies [ Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XXX (1910, 2° semestre), $ 3, 
p. 295-297 ]- 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — OCTOBRE 1922. 39 


306 — MICHEL PLANCHEREL. 
(o,z) ('). De plus, en tout point de convergence de la série 


> GP, (cos 3) à l’intérieur de cet intervalle (?) 


n=0 


AtF(S) = ee a, P, (cos). 


Nous n’aurons d’ailleurs pas besoin de ce dernier résultat, mais du 
théorème suivant. 


Tuéorème IX. — Soit a, (n=0, 1, 2, ...) une suite quelconque de 
nombres assujettis à la condition 


LU 


et soient S,(S), F(3) les fonctions 


S,(3)= > a,P,(cosS), 


v=0 


bad — a,P,(cosS) 
POST Zen 


n=1 
Il existe une constante M indépendante de &, telle que, pour o LS <®%, 


| A°F(3)]5M Tim |S, (5) — a 


’ 


. 


[a°F i) 


SM Tim | 8,(3) — a 


ll suffit évidemment de démontrer le théorème dans le cas où 
limfS,(5)| est finie au point S. © étant intérieur à (0, +), on peut 
prendre A assez petit pour que la série F(S) (envisagée sur la sphère) 
soit uniformément convergente sur le petit cercle w =A de centre 
(3, 9) et qu'on puisse, par suite, l’intégrer terme à terme sur ce petit 
ES MN EE 


(1) Problèmes de Cantor…., § 8, théorème IX, p. 247-248. 
(2) Zbidem. 


PR 8 ee 


# 
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cercle. On aura, alors, 


L 2 


AnF(3)=— 2 nl n (cosS). 


Or("), 
| Ay, Pn (cos?) =— Lh ier vite Bs cosh)]; 
par conséquent, 


A, F(3) a DE P. (ooasye —P, ce 
sin? — a=1 n(n-+ 1) sin’ > 


Mais, 
An P, (cos) =[Sp(3) — ay] — [Sn-1(5) — a9] 


par suite, puisque Sn (~) reste bornée quel que soit x pour la valeur 5 
considérée, 


A,F(3) 1—P, (cosh) et ag (COS) 
CET Fore? 


= S\[8. (2) — 49] 


: lt non 
sin? = n(n -+1) sin? — (a +1) (n + 2) sin? > 


n=1 
m ao 
ae eee 
n=A1 n=m+i1 


m étant un nombre entier quelconque. Lorsque À tend vers. zéro, l’ex- 


m 


pression {...} tend vers zéro. La limite de la somme > du dernier 


n=1 
membre est donc, pour m fixe, égale à zéro lorsque / tend vers zéro. 
On aura donc, pour tout m, 


n=m +1 


Adee D [S, (8) — ao] ins r—:P nas (cos h) 4 
n(n +1) sin? — (n-+1)(n-+2)sin* =| 


ainsi qu’une relation analogue pour A’ F(S) (avec lim au second 
membre). Or, on ay montrer (7) que Ja fonction 


1—P, (cosh) h) 1 —Pnaii (cosh) 
ee DEEE ner 


n(n+1) (a+1)(n+2) 


sin 


se 


(1) Problèmes de Cantor..., p.240, formule (14). 
(2) Problèmes de Cantor..., $ 9, p. 249-252. 
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. : T > oe dual 
est une fonction bornée de A pour o <4< =: Si nous désignons 


poe : T 
par M la borne supérieure de cette fonction dans 0 <<’ < =; nous au- 
rons, puisque m peut être pris aussi grand que nous le voulons, 


| A* F(3)| $M lim |S,.(3) — ao], 
ainsi que la même inégalité pour A*F (3). 


\ 14. La solution du problème d'unicité. — Les résultats obtenus per- 
mettent de donner au problème de l'unicité du développement en 
série de polynomes de Legendre la réponse suivante : 


Tnéoreme X. — Soit > a, P,(æx) une série quelconque de polynomes de 


Legendre. Soient si 
W(z)= lim YayPy(x), W(x) = lim Y ayPy (2). 
ax=@ v=0 se RE. … 


. . an . ° | { A] 
I. Si lim — = 0('), il suffit, pour que la série a P,(x) possède une 
n=0 
fonction génératrice, que V ,(a) et W,(x) soient sommables dans l’inter- 
valle (— 1, 1) et soient finies en tout point intérieur de cet intervalle. 


IL. Si lim 7 = 0, u suffit, pour que la série d'a, P,(æ) possède une 


fonction génératrice, que W,(x) et V(x) Soient sommables dans 

l'intervalle (—1,1) et que l'ensemble des points de cet intervalle où 

|W, (x)| + | W(x) | est infinie ne contienne pas de sous-ensemble parfait. 
Notons (7) 


(x) — lim 


D'aP,(z) 


(1) Cette condition est surabondante. Voir la remarque de la page 316. 
(?) La fonction (x) de ma Note des Comptes rendus est, par erreur, définie comme 
n 


la limite inférieure de Ÿ'ayP,(æ) | pour x = >. 


v=0 


i 
| 
| 


Bee — 
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Pour chaque valeur de x, ®(æ) est égale à la plus grande des deux 
valeurs [Y,(x}|, | W.(x)|. Les hypothèses du théorème X relatives 
a W, (x) et à W,(x) sont donc équivalentes aux mêmes hypothèses 
relatives à la seule fonction ® (x). 

Placons-nous d’abord dans le cas 1 : ®(æ) est donc sommable et 
fini. Notons ®(cos3) = (3). Nous pourrons appliquer le théorème IX 
pour chaque valeur de 3 intérieure à (0, x) : 


—M(S)SA*F(S)SA*F(3)SMY(3)  (o<3<r). 


(x) étant sommable dans (—1,1), Y($)sinS l’est dans (0, x). 
D'après l'inégalité précédente, on HORS une fonction f(3), finie 
pour o<9< 7, telle que f(S)sin& soit sommable dans (0, x) et 
que 

A'F(3)£/(S)£A*F(S) (o<3<r). 


Il suffirait de prendre, par exemple, f (>) = A*F(3)ou f(s) = A* F(S). 
Le théorème VII est applicable et donne 


F=f “gE [10 sinede + esos tang à 0 Sree: 


Par conséquent, puisque f(3) sinS est sommable dans (0, x), d après 
le paragraphe 12, 


on ain Py (C082) : a S ; 
F(S) = PTE aE) + alogsinS + ¢,logtang> +e, (0<3<r); 


a, désigne ici le n®*"* coefficient de Legendre de f( 3) 


2 Hy Ree aod | 


[re P,,(cos 3) (sin S dS (2. 0,15 25°.) 


= 


et c,, C2 sont des constantes. Mais, d’après sa définition, 


r= ae (o<3<n). 
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Par suite, 
. Sg 
>, james LoL P,(cos3) = a log sinS + c, log tang — + Ce (o<5 LA): 


n(n +1) 


nt 


: ; = I An — An \* . 
La série du premier membre est telle que (=) con- 


n(n +i 
verge, Car lim = = = = o et lim Ÿ — = 0, puisque “7(2) sinS est sommable. 
D’apres le nd de Nite rire est donc le n°"° coeffi- 


cient de Legendre du second membre. Mais le produit par 7 de ce 
: ar | Oo 7 » 
coefficient tend ici vers zéro avec —; il résulte alors de la remarque qui 


termine le paragraphe 12 que nécessairement «, = c, = 0. Le second 
membre se réduit done à c, et l'absence de P,(cosS) au premier 
membre entraine ensuite c,—o. Par conséquent, «,—a,=0, 
n —=1,2,..., c’est-à-dire 


2n +1 


An — 


oh f(S) P, (cos 8) sin 43. 
0 
De plus, puisque x, = 0, 


[re sinS d3 =o. 


La série Ÿ'a,P,(cosS) est donc une série de Legendre ayant a, + (5) 


n=0 
pour génératrice. 
Dans le cas II, les raisonnements précédents subsistent entièrement, 
avec cette seule différence qu’au lieu du théoréme VII, c’est le théo- 


réme VIII qu'il faut faire intervenir; © = tendant vers zéro, F(3) vérifie 
nr 


la condition (K) à l’intérieur de (0, T). 
Deux génératrices de la même série ne spé différer que sur un 


ensemble de mesure nulle, on conclut que A*F(S) et A* F(3) sont 


égales presque partout, si les hypothèses du théorème X sont remplies. 


4 
| 
Î 
La 
E | 
t 


nn 
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CHAPITRE IL. 


LES SÉRIFS DE FONCTIONS DE BESSEL. 


1. Le paramètre généralisé de Beltrami dans le plan. — L'étude de 
l'unicité du développement d’une fonction en série de fonctions de 
Bessel d'ordre zéro a été faite récemment par M. C. Arnold (‘). 
M. Arnold développe pour les séries de fonctions de Bessel la méthode 
exposée, dans le Mémoire déjà cité (?) et il obtient des résultats de 
même portée. 

-La méthode que nous avons exposée au Chapitre I se transpose sans 
aucune difficulté aux séries de fonctions de Bessel d’ordre zéro; cer- 
tains calculs sont même plus simples, tels ceux qui correspondent aux 
calculs des paragraphes 6, 7, 8. Nous pourrons donc être très bref. 


Alors que l’étude des séries D'aP,(coss) se fait le plus naturelle- 
ment sur la sphère, celle des séries SY and hn?) se fait le plus natu- 


rellement dans un cercle de rayon 1 (*). A la place de lexpres- | 
sion A,F(S, ®) se présente, dans le plan, une expression analogue que 
nous définirons comme suit. | 

Soient r, ®, les coordonnées polaires d’un point quelconque du plan 
et F(r, ®) une fonction continue de ce point, Soit w la distance des 
deux points (r, ®), (r', ®’) du plan. Formons l'expression 


A,F(S, d) = f [Ey ®!) — FU, ®)]ds'; 
is wah 


l'intégrale est étendue aux points (r,®’) de la circonférence de 
centre (r, ®) et de rayon 4, ds est l'élément d’arc de la circonférence 


Ae à AUR iz. - h? 
au point (r’, &’). Les limites inférieure et supérieure de A,F(7, ®) : Ti 
a epee’ ee ARE et 


(1) C. Arnotp, Die Probleme von Cantor und du Bois-Reymond in der Theorie der 
Besselschen Reihen [ Inauguraldissertation, Freiburg (Schweiz), 1920]. 

(2) Problèmes de Cantor.... 

(3) Pour la raison de ce choix, voir Problèmes de Cantor, p. 225. 
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lorsque A tend vers zéro, seront encore désignées par A*F(r, ®), 


A*F(r, ®) et constitueront les paramètres généralisés de Beltrami de 

F(r, ®) dans le plan. Lorsque ces paramétres sont égaux, leur valeur 

commune sera désignée par A* F(r, ®). En particulier, lorsque F(7, ®) 

possède en un point une différentielle totale seconde, A* F(7, ®) se 

réduit à l'opérateur de Laplace - 
1 Of dF\ 1 OF 

= fi arse) ri Oo? 


2. Corde harmonique d’un arc. Ses propriétés. — A toute fonction 
F(r) définie dans l'intervalle (0, 1), continue pour o <r < 1, nous pou- 
vons faire correspondre une fonction F(r, ®) = F(r) définie dans le 


cercle de rayon 1 ayant son centre à l’origine, continue à l’intérieur de - 


ce cercle, sauf peut-étre au centre. On pourra donc, pour / suffisam- 
ment petit, former l’expression 


A, F(r) = anh 


18 [F(r')—F(r)]de : (o<r£i). 
wh 


Nous appellerons encore paramètres genéralisés de F(r) les limites 
inférieure A*F(r) et supérieure A*F(r) de A,F(r): . lorsque À 


tend vers zéro. En particulier, si F’(r) existe en un point, A*F(r) est 
égal en ce point à 
1 d ( +) __æF 


2 LEE CA 1e a 
pre Tr) = dr r 


dF 
Far dr 


Nous appellerons fonction harmonique dans un intervalle 


a<r<b (#20; 651) 


toute fonction u(r) qui vérifie l'équation Au(r) = o à l’intérieur de cet 
intervalle. La fonction correspondante u(r, ®) = u(r) vérifie l’équa- 
tion de Laplace à l'intérieur- de l’aire annulaire a<r< b. L’équa- 
tion Au(r)=0 a 

u(r)=clogr +c; 


comme solution générale. Les seules fonctions harmoniques qui soient 
finies pour r — o sont donc des constantes. 


a 


a RI ok 


SUR L’UNICITE DU DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTION. 313 


Étant donné un arc afr<b, (a> 0, b£1) de la courbe y =F(r), | 
nous appellerons corde harmonique de cet arc l’arc (a, b) de la courbe 
harmonique y = u(r) qui a les mêmes extrémités. On se rend compte 
que tous les théorèmes des paragraphes 2, 3, 4,5 subsistent textuelle- 
ment en remplaçant les définitions relatives à la sphère par celles que 
nous venons de donner; il suffit d’y astreindre l’intervalle (a, b) à la 
condition a >0o, b<1 et d’entendre par la condition (K) la condi- 
tion lim A,(r) :h=o. 

Au lieu du théoréme V du paragraphe 6, nous aurons, par une 
démonstration analogue, simplifiée par le fait que l’on y utilise la tri- 
gonométrie plane au lieu de la trigonométrie sphérique, le théorème : 


‘Taéorème V'. — Si F(r) possède une dérivée F'(r) continue dans Vin- 


valle a<r<b(a>0, b<1), on a, pour a <r<b, 
2 F'(r) + D Fr) SA*F(r)£A* F(r)£ 2 Fr) + DF'(r). 


Rappelons que DF’(r) et DF’ (r) sont des abréviations pour la limite 
inférieure et la limite supérieure de Li Cr re IO lorsque / tend 


vers Zéro. 
Par suite, au lieu du théorème VII se présentera le : 


Tuéorème VIF. — Soit F(r) une fonction continue dans l'inter- 
valle a<r<b(a > 0, b£1). Sil existe une fonction f(r) sommable dans 
cet intervalle et finie à son intérieur, telle que pour a rep, 


A°F(r)£f(r)£A*F(r), 
on aura di 
sf aie <2< 
F(N= f val f(t)tdt+c,logr+ es (ier by AS aS 2). 
a E x À 
Un théorème analogue peut s’énoncer lorsque F(r) est infinie sur. 
‘un ensemble de points qui ne contient pas de sous-ensemble parfait, 
pourvu que F(r) vérifie en chaque point de cet ensemble intérieur 
à (a, b) la condition (K), c’est-à-dire la condition 
lim An F(r) S50 
h=0 
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3. L’unicité du développement en série de fonctions de Bessel. — 
Soit 
r? ré rs 
OO gt Mag 2 pe me Mee wer = pe 


eee 


la fonction de Bessel d’ordre zéro. H étant une constante quel- 


conque ('), soient 
ÿ ) ky, ke, =P 4 Kn, 


les racines non négatives, rangées par ordre de grandeur croissante, 
de l’équation 
rJ'(r) + HJ(r)=0. 


Nous appellerons série de fonctions de Bessel (d’ordre zéro) toute série 


de la forme aI har): S'il existe une fonction f(r), telle que 7 f(r) 


soit sommable dans I’intervalle (0, 1) et que 


[10M baryrar 


4 (ne 1,93 oe) 


ai 
| J(k,r}r dr 
0 


nous dirons que la série Ÿ a,J(4,r)-est une série de Bessel et que f(r) 

n=1 4 
en est la génératrice. On sait que deux fonctions génératrices de la 
même série ne peuvent différer que sur un ensemble de mesure nulle 
de valeurs de l'intervalle (0,1) (?). Une condition nécessaire pour 


(:) Nous supposons, dans ce qui suit, H #0. Si H =o, il interviendrait, par le fait 
que À, serait alors nul, quelques légères modifications, par exemple dans la définition _ 
de F(r), sans importance sur le résultat final. | | 

(?) Voir, par exemple, W.-H. Youne, On series of Bessel functions | Proceedings of 
the London Mathematical Society (2), vol. 18, p. 163-201, p. 174]. Dès que l'on suppose 
démontrée la possibilité de représenter par une série uniformément convergente de Bessel 
les fonctions d’un certain champ (par exemple, les fonctions analytiques qui s’annulent 
en o et en 1), ceci résulte du théorème IV de ma Note : Sätze über Systeme orthogonaler 
Funktionen | Mathematische Annalen, Bd 68 (1910), p. 270-278]. 
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9 es a k me 5 A . 
qu’une série Y'a nr) possède une génératrice est que 


- a 
lim + — 0. 
n=® fr 
Une condition nécessaire pour que cette série converge presque 
partout dans (0, 1) est que 


lim 2 =o. 
n=o(/n 
Par un calcul analogue à celui du paragraphe 12 et en s'appuyant 
sur l’équation différentielle 
roa f. dither) tt = : 

: a? dr |=-#itun, 
on vérifie que si rf(r) est sommable dans (0, 1) et sia, est le n°"° coef- 
ficient de Bessel de f(r), c’est-à-dire le coefficient de J(4,r) dans la 
série de Bessel dont /(r) est la génératrice, on a 


pripe tak œ 
ai an I (kyr) 
rt t)htdt =— > “—*— + ¢, logr+e (om rstPe= as). 
f E : A 2 F3 1108 2 


A toute série de fonctions de Bessel DA ICYS faisons correspondre 
À p net ’ 
la série associée 
< aN ka? 
Rin) 
r= 


bad 2 a ° <4 eis 
Si lim =o, F(r) est continue pour o 7-1; elle est de carre 
a=o 


sommable dans (0, 1). La série associée est dans ce cas une série de 
Bessel ayant sa somme F(r) pour génératrice. 


db tent a. 4 : is 
Si lim “2 = 0, F(r) est continue pour o=r=r et elle vérifie la con- 


n= Vl 


dition (K) à l’intérieur de, l'intervalle (0,1). De plus, en tout point 


de convergence de la série Sand (kn?)s ona 


= 
oe 


as ARS ESS an I (Kar): 


n=1 


2 


316 PLANCHERRL. — SUR L’UNICITE DU DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION. | 


En remarquant que 
ApJ (kar) =—S(kat) [1— I (kn AY] 


et en s'appuyant sur le fait que la fonction 


PE opp 1—J(knsih) 
13 cape Kiss 
est bornée pour o<A<1(‘), on pourra établir un théorème analogue 
au théoreme IX et obtenir finalement le théoréme d’unicité suivant : 


THÉORÈME X’. — Soit DY andn(Far) une série de fonctions de Bessel a 
n=1 
coefficients quelconques et soient 


Wi(r)= lim Ya, J(Avr), W,(r) =lim Say I (Ayr). 
a v=1 Ren v=1 
He es é ide = . 
I. Si lim — = 0, tl suffit, pour que la série > and (Far) posséde une 
n=1 
fonction génératrice, que rW,(r)etrW,(r) soient sommables dans l'in- 
tervalle (o, 1) et soient finies en tout point intérieur de cet intervalle. 


IT. Si lim + im = 0, u suffit, pour que la série Ya, 5 (kar) possède une 


fonction génératrice, que rW,(r) et rW,(r) soient sommables dans 
l'intervalle (0,1) et que l’ensemble des points de cet intervalle où 
|W, (7)| +] W.(r)| est infinie ne contienne pas de sous-ensemble par fait. 


Remarque. — La condition lim © =o qui figure dans la première 


partie des théorèmes X et X’ est en réalité surabondante. Car lorsque 
W,(r) et W,(r) sont finies sur un ensemble de mesure positive, la 
suite a, : Vn est bornée (2). 


(1) Pour la vérification de ces assertions, je renvoie à la thèse de M. ARNOLD. 


(3) Voir Cu. J. pe LA VALLEE Poussin, Bulletin de l'Académie royale de Belgique 


(classe des sciences), 1913, p. 9. 


$a 0 
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ee 


Ce court Mémoire est le développement d'une Note aux Comptes 
rendus(‘), dans laquelle j'énonçais le théorème suivant : 


« Si f(s) est une fonction entière d’ordre fini, (r, 7) le nombre des 
zeros de f(z) — x dont le module est au plus égal a ret 4 un nombre 
donné supérieur à r, il existe un nombre positif H tel que, quels que 
soient a et b (a $b), l'inégalité 


J [n(x, a) +2(2, DE > HlogM (7) (x>0) 


est vérifiée à partir d’une valeur r(a, b) der.» 


M(r) désigne le maximum du module de f(z) pour|z|=7 et le pre- 
mier membre de l'inégalité précédente est l'expression qui s’introduit 
dans le théorème de M. Jensen, de telle sorte que la limite inférieure 
obtenue ainsi pour la somme n(r,a) + n(r, b) est analogue à la limite 
supérieure fournie par le théorème de M. Jensen. L’inégalite donnée 
ci-dessus est surtout précieuse pour les fonctions à croissance irré- 
gulière, c'est le premier résultat valable quel que soit r obtenu pour 
ces fonctions. 

© Dans le cas de l’ordre infini, il est nécessaire, comme toujours, 
d’écarter les intervalles dans lesquels la croissance de logM(r) devient 
brusquement trop rapide, on est alors conduit à un résultat très précis 
donné dans le théorème II (p- 326), mais je me bornerai ici à signaler 
| PT PRES Pre aap an 


(1) 10 octobre 1921. 
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que l’on peut encore assurer dans ce cas que le premier membre de 
l’inégalité précédente reste supérieur, à partir d'une valeur r(a, b) 


der à 
[nen ( 


k étant toujours un nombre arbitraire donné supérieur à 1, et e étant 
un nombre positif donné arbitrairement. Cette proposition, qui n'est 
pas la plus précise de celles que je donne, me semble cependant re- 
marquable par sa simplicité et aussi par la façon très directe dont on 
l’obtient. Comme dans le cas de l’ordre fini, les résultats que je donne 
pour l’ordre infini sont les premiers résultats généraux que l’on pos- 
sède et qui soient valables quel que soit r. 

J'ai appliqué le théorème général donné ci-dessus pour le cas de 
l'ordre fini à la généralisation au cas de l’ordre entier d’une proposi- 
tion qui, dans le cas de l’ordre non entier, était implicitement con- 
tenue dans les travaux de M. Boutroux : pour toute fonction entière 
d'ordre fini non nul, on peut trouver une suite de couronnes de même 
épaisseur relative, r,£|3|£r, (r, = kr), k<1), telles que le nombre 
des zéros de f(:)—x, contenus dans chaque couronne de rang p 
suffisamment grand [p>p(x)], soit égal, sauf peut-être pour une 


valeur de æ, à 
_hlogM(r;), 


A étant compris entre deux nombres positifs fixes. Dans le cas de 
l’ordre non entier, la valeur exceptionnelle n’existe pas. 

Pour les fonctions d’ordre infini, j’ai montré la possibilité de l’exis- 
tence de plusieurs distributions anormales pour les zéros de f(3) — a, 
c'est-à-dire de plusieurs valeurs x pour lesquelles le rapport de 
logn(r,æ) à log, M(r) a une limite inférieure nulle. Il peut y avoir 
une infinité non dénombrable de telles distributions. Il en est de 


même pour les distributions que M. Blumenthal avait appelées infra- 
normales. | 


I. — Démonstration du théorème général. 


L. Je rappellerai d’abord quelques propositions bien connues. Les 
notations que j’emploierai dans les énoncés serviront dans la suite. 
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A. Théorème de Jensen. — Si 9(%) est une fonction holomorphe 
pour |z|<7, M(r) le maximum de son module pour |s| = 7, le nombre 
n(x, a) des zéros de f(z) — a, ayant un module inférieur ou égal à x, 
vérifie l'inégalité 
(1) F(r, a) =f) 2 4) ite <logM(r) + K(B @), 


8 étant un nombre positif fixe arbitraire et K une constante ne dépen- 
dant que de 8 et du premier coefficient non nul de 9(z) — a, donc 
de a. | 


B. Théorème de Hadamard-Borel. — Si (3) est holomorphe pour 
|21£R et nulle à l’origine, le maximum A(R) de sa partie réelle sur le 
cercle |z| = R vérifie l'inégalité 

hr 


(2) . M(r) < Ao AR) (r<R). 

C. Théorème sur la dérivée. — Si M'(r) est le maximum du module 
de la dérivée 9’(z) de ?(z) pour|z|=7, ona 
(3) mi(r)< SO (R>r). 


D. Théorème de Boutroux. — Étant donné un polynome P(x) de la 
forme 


dont les N zéros sont intérieurs au sens large au cercle |z|£R, et A’ 
étant un nombre supérieur à 1, il existe dans chaque couronne 


R R R 
m <ISI£R, PME TL 


des cercles |z|=7 sur lesquels on a 
(4) log|P(s)|>—NA 
avec | 
h—Gklog2e + 4logk’—log(k’—!) Gan 


(1) Poir la thèse de M. Boutroux (Acta maihematica, 1903). La démonstration de la 
formule donnée ici se trouve dans les leçons sur la théorie générale des fonctions entières 
que j'ai données à l'University College of Wales à Aberystwyth en février-mars 1922. 


21* 
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2. En utilisant les quatre propositions précédentes et une limite 
supérieure du module du polynome P(z) considéré ci-dessus que l'on 
obtient facilement, on peut appliquer la méthode que M. Borel a em- 
ployée pour démontrer le théorème de M. Picard. Supposons que, a 
et b étant deux nombres différents, on ait à la fois, pour des valeurs r 
arbitrairement grandes, 


(5) FC &)£HlogM(E), (wa, #=6, k>1). 


Cette inégalité donnera une limite supérieure du nombre des zéros 
de f(z) — x, pourx=a et x= b, dans un cercle de rayon 7. com- 


pris entre + et r. En écrivant 
(6) I (s)—a=P(z, a) e%*, 


P(z, a) étant un polynome admettant les zéros de f(s) — a intérieurs 
au cercle |3|Sr’ et 9(z, a) étant une fonction holomorphe dans ce 
cercle et nulle à l’origine, on peut, en utilisant le théorème D, puis la 
proposition B, enfin le théorème sur la dérivée, trouver des limites 
supérieures pour les modules de P(z, a), P’(z, a), ¢'(z, a) valables 


- F . . 
dans un cercle de rayon 7” compris entre 7 et r’. Ces limites con- 


viennent de même pour les fonctions analogues obtenues dans la 
décomposition de f(z) — b. On peut, d'autre part, trouver une limite 


inférieure du maximum A( a) de la partie réelle de o(z, a) sur le 
cercle de rayon = ? | | 
En écrivant l’identité de M. Borel 


P(3, a)e954) — P(z, b) e?*4 = b— a, 


en dérivant et en éliminant l’un des facteurs exponentiels, on arrive 
a une identité de la forme 


eV.) 9,(z, a, b) = 9,(s, a, b), 


où 9, et 2 sont des fonctions holomorphes dans le cercle de rayon 7’, 


pour lesquelles on connaît une limite supérieure du module sur le 


cercle de rayon r’. En décomposant encore une fois 9, en un produit 


a an 
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et en appliquant les propositions B et D, on trouve une limite supé-. 
rieure du module de l’exponentielle sur un cercle de rayon supérieur 
Fe à ; ren LE r ; : 

az: En comparant à la limite inférieure de A(F a) que l’on avait 


obtenue précédemment, on arrivera à une contradiction si H, £etr 
sont convenablement choisis. 


3. Le nombre des opérations successives à effectuer étant égal à 8, 
je poserai 
R,= >> R,= Rif, 2°) BR, = Rik’; =F (k'8 = k). 
 L'inégalité (5) donne de suite (comme l'inégalité de M. Jensen) une | 
limite supérieure du nombre N = n(Rg, a) des zéros de f(z) — a dans 
le cercle de rayon R,. Ona ; 


H 
(7). . N< joer 


en posant 
p=logM(R,). 


Si l’on suppose que le premier terme de f(z) —a est yz? et si l’on 
désigne par &,, %2,-+-) %x—q les zéros non nuls de cette fonction ayant 
un module au plus égal à Ry, on a 


P(z, a) =y2(1— 2) -+-(1— #5) 


et le module de ce polynome pour |z|=R, est au plus égal a 
RY ‘ 
———— re 
l7| |æia...an | s 
Le logarithme du premier facteur ne diffère que d’une constante 
(indépendante de r) de F(R;, a), on a donc 
3 log 2 
- (8) : log|P (3, aj<H(5 + pee) 
pour |z|<R, et pourvu quer soit assez grand. 
Comme le premier membre de l'identité (6) a un module supérieur 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX..— NovEMBRE 1922. 45 


322 G. VALIRON. 
à = M(r) pourvu que r soit supérieur à un nombre fixe, le maximum 
2 ; 


de la partie réelle de 9(z, a) vérifiera l’inégalité 


(9) “A(R, a)>p|1—H(2+ ez) |: 


En appliquant le théorème de M. Boutroux au polynome P(z, a), on 
obtient une limite inférieure du module de ce polynome sur un cercle 
dont le rayon est compris entre R, et R,, et l'identité (6) permet d'en 
déduire une limite supérieure de A(r, a) sur ce même cercle et a for- 
tiori sur le cercle R,. On obtient 


: | 
(10) A(R;, a) ea log MR) Boa B= Hs 


h étant le nombre défini dans la proposition D. En appliquant le théo- 
réme d’Hadamard-Borel, on déduit de cette inégalité une limite supé- 
rieure du module de 9(z, a) sur le cercle de rayon R,, et le théorème 
sur la dérivée fournit alors une limite supérieure du module de 9’(z, a) 
sur le cercle de rayon R;. On trouve, pourvu que r soit assez grand, 


(12) RAGE a) < pe 


Le théorème C donne de même une limite supérieure du module de 
la dérivée de P(z, a) sur ce même cercle de rayon Rg, et l’on en déduit 
que, sur ce cercle, on a 


3 log 2 
(12) LPC a) + 9e 8) PC a) < AMOR) ot, 


Le module de l’expression analogue formée à partir de f(s)—b 
vérifie la même inégalité sur le même cercle. Or, de l'identité de 
M. Borel, on tire, comme il a été dit, la nouvelle identité 


(13) PF o (2, a, b) = 92(4, a, b), 


où 9, et +, sont des sommes de produits des fonctions P’, P, ¢’. Il 
résulte des inégalités (8) et (12) que le module de ces fonctions sur 


lecercle R; est moindre que e*# et leur premier terme, qui est le pro- 


duit de (b— a) par le premier terme de f(z), ne dépend pas du 


—— 
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rayon Rg. On peut décomposer 9, en un produit de la forme 


P(z, a, b)e?, 


9, étant holomorphe dans le cercle de rayon R, et nulle à l’origine, et 
P(z, a, b) étant un polynome admettant les mêmes zéros que 9, (4,4, 6) 
à l'intérieur de ce cercle. On obtiendra encore une limite supérieure 
du nombre N’ des zéros de P(z, a, b) 


3 pe 
4 ee 
Ne (er? 


puis une limite inférieure du module de ce polynome sur un cercle 
dont le rayon est compris entre R, et R,, et sur un cercle de rayon 
compris entre R, et R, 
ay ae 
| logP(s, a, b)|> Are 
De la limite inférieure du module de P(z, a, b) sur le premier de ces 
cercles, on déduit une limite supérieure de la partie réelle de 9, sur . 


ce même cercle, et a fortiori sur le cercle de rayon R;, puis par le théo- 
rème B une limite inférieure de cette partie réelle sur le cercle de 


‘ rayon R,, soit “ 


12 = h 
ki —1 log k' eg 


Enfin du minimum du module de P(z,a,) sur le cercle compris 
dans la couronne R, <|:|[£R:, de la limite inférieure de la partie reelle 
de ; qui vient d'être donnée et du maximum du module de 9,, on 


déduit que, sur le cercle considéré, le logarithme du module de Fe est 


moindre que 


Donc, en vertu de l'identité (13), on a 


k'+3 h 
(14) A(Ry, 4) <3 7, (++ ioge) He 
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ce qui est incompatible avec l'inégalité (9) si l’on a 
k'+3 h log2 | 
(15) 3s (1+ pee) <p[1—H(2+ 28) 


Les valeurs de p, Us, h sont données dans les inégalités (4), (7), 


(10), (12). 


4. Placons-nous tout d’abord dans le cas de l’ordre fini, ou plus 
généralement, supposons que, pour r—=R,, logM(r) soit inférieur 
à À, À étant un nombre fixe indépendant de r. D'après la définition 
de »,, nous aurons 


À 
À n<(2+H oz) R; 


et, par suite, si l’on suppose que H et #’ sont indépendants der, et en 
prenant r assez grand, 


‘ log2 
bi < BH (2 + maa 


car le rapport dev à logR, croît indéfiniment avec R,. L’inégalité (15) 
est alors vérifiée si l’on a 


loga K+3 1. 
rh (++ pee) [see (+ mer) | 


Si H vérifie cette inégalité, il est impossible que les inégalités (5) 
aient lieu simultanément pour les valeurs de r suffisamment grande. 
On a donc démontré la proposition suivante : 


I. Pour toute fonction entière d'ordre fini, on peut faire correspondre 
à tout nombre donné k supérieur à 1, un nombre positif H, tel que, a 
étant différent de b, on ait l'inégalité . 


(17)  F(r,a)+F(r, b) > HlogM (7) 
| à partir d’une valeur r(a, b) der. 


Cette proposition reste vraie pour les fona sn entières quelconques 
et pour les valeurs de r pour lesquelles logM(r) est inférieur à P, 
À étant une constante fixée à l’avance. 


Poser er 
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5. Dans le cas général de l’ordre infini, nous supposerons que # 
est une fonction de r qui tend vers 1 lorsque r croît indéfiniment. 
Comme H sera choisi de telle façon que wH ait pour limite l'infini, on 
tire de l’inégalité (10) la nouvelle inégalité 


log ps < log; MR) + log(pH) + Loge 


Si l’on pose 4’ — 1+e et si l’on suppose que € est inférieur à un 
nombre fixe suffisamment petit, on voit sur l’expression de À que ce 


: I Fon 

nombre est moindre que 2 log => de sorte que le troisiéme terme.dans 
ae “ge bee . I ‘ win ki ae 

l'inégalité précédente est moindre que 2 log ~- D'après l'inégalité (12), 


on aura, pour limite supérieure de u, 


> pH + log M(R). 


et l’inégalité (15) sera vérifiée si l’on a 
31H + celog,M(R,) < ef. 


4 
En prenant pour H la valeur zi cette inégalité s’écrit 


logeM(Rs) < 5 pe 


En introduisant de nouveau la valeur 4 = #'*, on voit que les inéga- 

lités (5) ne peuvent avoir lieu simultanément pour une même valeur 
de r suffisamment grande si l'on prend 

AG 

K=1- hh, = 4.9” 


" étant un nombre inférieur à un nombre fixe, et si l’on a 


’ 3 r 
(18) log, M(r) < a logM (2). 


Il est visible que si l’on suppose n fixe, cette condition (18) limite 
supérieurement la croissance de logM(r), mais elle peut être cepen- 
dant réalisée pour des classes étendues de fonctions, et le sera vrai- 


326 | G. VALIRON. 


semblablement toujours pour celles que l’on rencontrera d’une façon 
naturelle. 

Pour les fonctions vérifiant la condition (18) avec une certaine valeur 
pour 1, le théorème I est encore vrai si l’on y prendk=1+n. 

Pour obtenir un résultat général, il suffit d'appliquer la méthode 
de M. Borel. Changeons de variable en posant 


ie 
I+ 7 


r= 


et prenons , 
; n= [logM(7’)1-*, 


e’ étant un nombre fixe très petit. On a 

logr <logr”= logr’+ [logM(r’)]~§; 
or pour cette valeur 7” on aura, en général, 
(19) logM(r") < [logM(r’)]'**, 


c’est-à-dire a fortiori l'inégalité (18) avec la valeur choisie pour n. 
M. Borel a montré en effet que l’inégalité (19) a lieu, sauf peut-être 
pour des valeurs de r’ (donc de r”) intérieures à une suite d’intervalles 
dans lesquels la variation totale de logr’ pour 7’ > R, est inférieure 


à K| log (3) |", K étant un nombre fixe et # supérieur à 1. Sir’ est 


une valeur pour laquelle l'inégalité (19) est vérifiée, nous avons, si 7” 
est assez grand, 


F(r",a)+F(r", 6) > K[logM(r’)]*-*", 


K étant une constante. Mais on peut remplacer 7’ en fonction de 7” 
dans le second membre en vertu de l'inégalité (19) et l’on obtient cette 
proposition : l 


Il. Pour toute fonction entière, l'inégalité. 
(20) F(r,a)+F(r, 6) >[logM(r)]'-*, 


où x est un nombre fixe aussi petit que l'on veut, a lieu à partir d’une 
valeur r(a, b) de r, sauf peut-être dans des intervalles dans lesquels. la 


4 
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variation totale de \ogr pour r> R, est moindre que 


Log (%e) | (k>1). 


Si l’on prend pour r une valeur exceptionnelle pour laquelle la pro- 
position n’a pas lieu, il existe une valeur r! inférieure à r pour laquelle 
la proposition est vraie, et telle que 


logy’ > hoger [!osm (5) ’ 


et puisque F(r, x) est croissant, on arrive à cette proposition un peu 
moins précise, mais générale. 


alR 


Il". Quel que soit r supérieur à r(a, b), ona 
(21) F(r, a) +F(r, 6) > [logM(") IT (% > 0) 


avec 


logr’= logr — [oem (5) | (k E 1). 


ar 


. . . ! r 9° ’ "ge eee 
A fortiori, si l'on remplace r par 7 dans l’inégalité (21), cette Inéga- 
lité est encore vraie quel que soit r. On a ainsi le résultat donné dans 
l’introduction. 


6. Il est bien évident que l'on peut utiliser l'inégalité (18) d'une 
façon plus complète et obtenir des résultats plus précis dans certains 
cas. On pourra prendre, par exemple, 


: "iN n=[logpM(r’)T* (P22); 
si l’on pose alors 
logr"=logr’+ n, 


l'inégalité (18) sera réalisée si l’on a 
log, M(r”) < KlogM(r’) [log,M(r’)]°. 


Or, la méthode de M. Borel montre encore que cette inégalité sera 
vérifiée en général, sauf peut-être dans des invervalles dans lesquels 
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la variation totale de logy’ est inférieure à 


fee) 


(si l’on suppose r' > R,). On aura ainsi l'inégalité 
F(r", a) + F(r’,. 6) > K' logM(7’) [log,M(7’)]}-* 


pourvu que r soit assez grand et sauf dans les intervalles considérés. 
Mais il n’est plus possible de remplacer ici 7’ en fonction de r” et l’on 
pourrait méme se demander si le gain réalisé par la meilleure approxi- 
mation du second membre de l'inégalité n’est pas toujours détruit par 
suite du plus grand écart entre logr” et logr’. En fait, cette inégalité 
ne devra être employée que lorsque logM(r) est connu d’une façon 


suffisamment précise [si l’approximation ne permet pas de distinguer 


les valeurs de logM(r) et logM{4r), le résultat donné dans l’introduc- 
tion suffit], et elle peut donner un résultat meilleur que le théo- 
rème II. Ainsi si l'on a 

logM(r) = he’®, 
A étant compris entre deux nombres positifs fixés, on prendra p = 2 


et l’on trouvera 
F(r,a)+F(r,b)>K'efr-, 


K’ étant un nombre fixe et l’inégalité étant valable quel que soit r. 


II. — Application aux fonctions d'ordre fini. 


7. Je désignerai dorénavant par n(x, a, b) le nombre des zéros du 
produit [/(z) — a][/() — b] dont le module est inférieur ou égal ax. 
Le théorème I, joint au théorème de Jensen, exprime que la moyenne 
logarithmique de n(a, a, 6) entre B etr est égale à À logM(rf’), A étant 


compris entre 1 et un nombre donné inférieur à 1 et À ayant des limites 


d'indétermination positives, la limite supérieure étant au plus égale à 2. 
Si l'on ne fait aucune autre hypothèse sur la fonction /(s), on ne 

peut tirer du théorème I une limite supérieure précise de n(z, a, b) 

valable pour toutes les fonctions d'ordre fini. L'inégalité évidente 


n(r, a, b)logr > H log (7) 


| 
| 
| 


nn 
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est bien la plus précise que l’on puisse obtenir. Elle est atteinte, à un 
facteur fini près, pour toutes les fonctions pour lesquelles on peut 
trouver un nombre fini K tel que 


logM (7) < (logr)§, 


comme on le voit de suite en appliquant le théoréme de Jensen. De 
telles fonctions sont d’ordre nul, mais le résultat reste valable pour 
une suite de valeurs de r lorsque l’inégalité précédente a lieu seule- 
ment pour une suite de valeurs indéfiniment croissantes de r. A moins 
de supposer que logM(r) croît régulièrement, on ne pourra trouver 
une limite précise de n(r, a, b) valable quel que soit 7, mais on peut 
obtenir un résultat intéressant au sujet du nombre des zéros des fonc- 
tions f(z) — x dans une suite infinie de couronnes. Pour obtenir 
cette propriété, je ferai usage de ce résultat contenu en partie dans la 
thése de M. Boutroux et que j’ai déja employé dans des travaux pre- 
cédents(‘) : 

Si f(z) est d’ordre fini non nul égal à p, on peut trouver une fonc- 
tion croissante V(r) telle que le rapport de logM(r) à V(r) ait une 
limite supérieure pour r infini égale à 1, cette fonction V(r) étant en 
outre telle que « et 8 étant deux nombres positifs donnés, les fonc- 
tions 


soient croissantes à partir d’une valeur de r. 

Il résulte de ces propriétés de croissance de la fonction V(7) que, 
si R est un nombre suffisamment grand pour lequel logM(R) est 
supérieur à AV(R) (0 CA<1), ona les inégalités 


logM(k R) < = ke+# log M(R) (k >1), 


(22) : 
logM(K/R) <>k'* logM(R)  (#<1). 


Appliquons alors le théorème I en prenant pour r la valeur AR, nous 
at a a ON eee aE 


(1) En particulier dans ma Thèse (Annales de la Faculté de Toulouse, 1913). 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — NOVEMBRE 1922. 42 
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aurons, en tenant compte de la première inégalité (22), 


(23) Hl logM (KR) < ~kP+8[ F(AR, a) + F(ÆR, b)]. 


D'autre part, en décomposant l'intégrale F(ÆR,æ) en une intégrale 
prise jusqu’à 4,R (4, <4) et une intégrale prise de 4,R à AR, en 
remplaçant la première intégrale par K + logM(4, R) qui lui est supé- 
rieur d’après le théorème de Jensen, puis en utilisant la seconde iné- 
galité (22), et en remplaçant dans la seconde intégrale n(y, x) par 
n(kR, a), nous obtenons 

F(kR, 2) <K 4 LR) oem cary + a (ER, +) log 

On peut supposer #, assez petit pour que, en remplacant dans le 
second membre de (23) F(AR, x) par cette expression et en résolvant 
par rapport à n(AR, a,b), le coefficient de log M(RA) soit positif. On 
aura ainsi 


(24) n(kR, a, b) > K logM(KR), 


K étant un nombre positif ne dépendant que de #. Si l’on se donne &, . 


la suite des valeurs AR pour laquelle l'inégalité précédente est valable 
(à partir d'une valeur de AR) est bien déterminée. Soit r,, r:,..., 7... 
cette suite (r, = AR,, limr, = 0). 

Deux cas sont possibles : ou bien quel que soit a, on a à partir d’une 
valeur r,(a) 


Nn(Pp, a)>*logM (rp); 


ou bien il existe au moins un nombre a tel que l'inégalité contraire ait 
lieu pour une suite de valeurs 7°, 7,,..., r,.. extraite de la suite r,. 
Dans ce dernier cas, pour ba, on aura, d'après l'inégalité (24), à 
partir d’une valeur r°,(b), 


(25) N(r,70 PS À LogM(r;). 
Il existe donc toujours une suite de nombres 7, pour lesquels l’iné- 


galité (25) a lieu pour tout nombre b, sauf peut-être pour une seule 
valeur exceptionnelle, à partir d'un certain indice. (Dans le cas de 


| 
| 
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rey % 


” 


LE THEOREME DE M. PICARD DANS LA THEORIE DES FONCTIONS ENTIÈRES. 331 


l'ordre non entier, on peut choisir cette suite r,, de telle façon qu'il 
n'y ait pas de valeur exceptionnelle, c’est ce qui découle des résultats 
de M. Boutroux.) 


u 
2 1 Tp A wee 
Les valeurs R, = — sont parmi celles pour lesquelles les inega- 


lités (21) sont vérifiées, on voit alors en appliquant le théoréme de 
Jensen que l’on peut associer a7’, un nombre r,— rk’ (k’ <1) tel que 
l'inégalité 


= K ‘ 
arp, 2) logM(r») 
4 


ait lieu pour toute valeur de æ à partir d'un indice p. En comparant a 
l'inégalité (25), et en remarquant que l'on a aussi une limite supé- 
rieure de »(r!, x) de la forme K'logM(r',), on arrive à la proposition 
suivante : 


Ill. f(s) étant une fonction entière d ‘ordre fini non nul, il existe une 
suite infinie de couronnes D, 


HEelslér, fr TE) 


et deux nombres positifs K' et K tels que toute fonction f(s) — x, sauf 
peut-être une seule dans le cas où l'ordre est entier, possède 


AlogM(r,)  (K'<1<K) 


zéros dans toute couronne D, de rang suffisamment grand [p > p(æ)]. 


8. Si l'on suppose que logM(r) est à croissance régulière, on 
obtiendra pour la somme n(r, a) + n(r, b) une limite inférieure ana- 
logue à celle que l’on obtient dans la théorie des fonctions d’ordre non 
entier. La méthode pour arriver à ces résultats est celle qui vient d'être 
employée ci-dessus : le théorème de Jensen donne une limite supé- 
rieure de n(r, x); en utilisant cette limite et en décomposant l’inté- 
grale qui figure dans le théorème I en deux parties, on obtiendra le 
résultat cherché. Par exemple, si V(r) satisfaisant aux conditions de 
croissance de M. Boutroux données ci-dessus, le rapport de logM(r) 


à V(r) finit par rester compris entre deux nombres positifs, il est bien 


connu que l'inégalité 


22 


n(r, £)< KV(r), 
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où K est, un nombre fixe, aura lieu à partir d’une valeur 7, de r, mais 
on peut en outre assurer que l’on aura 


n(r,a)+n(r, b)>K;V(r) 


pourvu que r soit assez grand. C’est là un résultat nouveau, même 
pour les fonctions d'ordre non entier, car, dans ses recherches basées 
sur la considération de la décomposition en facteurs de Weierstrass, 
M. Boutroux devait supposer que le nombre « est supérieur à la 
partie entière p de p et que p + 6 est inférieur à p +1. 

Lorsque l’ordre est entier, il peut se faire que pour une valeur a le 
rapport de n(r, a) à V(r) tende vers zéro, alors, pour toute autre 
valeur b, le nombre n(r, b) est égal à AV(r), A étant compris entre 
deux nombres fixes. D’une façon générale, si pour la valeur a le rap- 


port de F(r, a) à logM(Z) tend vers zéro (ou même est inférieur à un 
certain nombre H), pour b £ a, F(r, b) est égal à logM (7): h étant 
compris entre deux nombres fixes et h’ compris entre & et 1. On 
retrouve ainsi en particulier certains résultats obtenus par M. Lindelôf 
dans le cas des fonctions d'ordre entier à croissance régulière (*). 
Mais on sait que pour de telles fonctions d'ordre entier et à crois- 
sance même très régulière, le nombre n(r, x) des zéros de f(z)—x 
peut ne pas être à croissance régulière pour un ensemble de valeurs x 
dont la puissance peut être effectivement la puissance du continu (?). 
Dans ce cas-là encore le théorème I apporte un complément : la crois- 
sance de la somme n(r, a) + n(r,b) est toujours régulière. Dans le 
cas que je viens de signaler, il s’agit de l’irrégularité de la croissance 
de n(r,x) celle de F(r, x) en découle de suite puisque F(r, a) est 
inférieure à F5 x) + n(r, æ)logÀ. Il existe donc des cas où le rap- 


port de F(r, x) à logM (5) peut avoir une limite inférieure nulle pour 

une infinité non dénombrable de valeurs de x. Lorsque la croissance 

de logM(r) est très régulière, l’ensemble de ces valeurs x est un 

2 Me aoe» alas de © AE nd datant à mm a + | 
(1) Annales de l'École Normale, 1906. 


(?) Voir un Mémoire de M. Sire (Journal de Mathématiques, 1913) et deux articles 
de l’auteur (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1919 et 1920). 
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ensemble ponctuel, mais il semble difficile de voir ce qui se passe dans 
le cas des croissances irrégulières. 

En résumé, on peut dire que, dans tous les cas, pour une fonction 
d'ordre fini (mème nul), la connaissance des modules des zéros de 
f(s) — æ pour deux valeurs de x [ou même simplement la connais- 
sance de deux valeurs de F(r, æ)] détermine d'une façon trés précise le. 
mode de croissance de logM(r). 


9. Dans la démonstration du théorème I on a fait implicitement. 
usage d’une limite inférieure du module de la fonction sur certains 
cercles. Il est facile de compléter par cette méthode un résultat connu 
sur le minimum du module d’une fonction entière. Le résultat que 
nous trouverons est d’ailleurs général et non pas limité au cas de 
l'ordre fini. 

Supposons pour simplifier que f(o)=1 et mettons f(s) sous la 
forme 

f(4)=P(4) et, 
P(z) étant un polynome admettant les zéros de f(z) intérieurs au cercle 
de rayon kR (k <1) et 9(z) étant holomorphe dans ce même cercle et 
nulle à l’origine. Le nombre N des zéros de P(z) est au plus égal à 


ee Togk OEM(R), 

le théorème de M. Boutroux donne alors une limite inférieure du 
module de P(z) sur un cercle de rayon R’ compris entre RE? et Ré et 
sur un cercle de rayon R’ compris entre Ré et RA. De la première 
limite on déduit une limite supérieure de la partie réelle de ¢(s) sur 
le cercle R’, donc sur le cercle RE”, et de cette limite on tire par l’appli- 
cation du théorème B une limite du module de 9(z) sur le cercle Ré”, 
donc sur le cercle R’. D'où ce résultat : 


A tout nombre k! supérieur à 1, on peut faire correspondre un nombre W' 


_tel que Vinégalité 
(26) log | f(z) | >— H'logM(r#") 


ait lieu au moins une fois lorsquer décrit un intervalle R, RK’ suffisamment 


éloigné. 
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En utilisant les considérations du n° 6 on voit que lorsque l’ordre 
est fini, il existe une suite de cercles de rayons indéfiniment crois- 
sants sur lesquels on a une égalité de la forme (26), mais où dans le 
second membre on peut supprimer le facteur 4’. C'est avec une pré- 
cision moindre d’un certain point de vue (valeur du coefficient H'), 
mais plus grande d'un autre point de vue [l'inégalité a lieu sur des 
cercles connus lorsque M(r) est connu] un résultat qui avait été 
déduit par divers auteurs d’un théorème de M. Wiman. D'ailleurs le 
résultat tel qu’il a été donné est plus général que cette conséquence ; 
on peut le compléter encore en prenant le théorème de M. Boutroux 
sous une forme un peu différente, on montrera alors qu’on a une iné- 
galité de la forme (26) sauf dans des aires entourant les zéros. 

Pour les fonctions d’ordre infini on remplacera H par sa valeur en 
fonction de & en prenant pour é’ une fonction de r tendant vers 1 
comme il a été fait plus haut. 


10. Parmi les autres résultats que l’on peut tirer du théorème I je 
signalerai le suivant : 


Pour toute fonction d'ordre fini 9 supérieur ou égal à =; on peut 


trouver une suite de cercles de rayons indéfiniment croissants sur les- 
quels l’inégalité 
log | f(s)|> HlogM(r), 


où H est une certaine constante positive, est vérifiée sur des arcs dont 
, 27 , . : "M . 
la mesure est au moins pr étant l’entier immédiatement supérieur 
CETTE 
C’est l’extension au cas de l'ordre quelconque du théroréme de 


M. Wiman relatif aux fonctions d'ordre inférieur a=; mais pour qu’elle 


soit parfaite, il faudrait montrer que le nombre — peut être remplacé 


par =. 
F 


On pourra également déduire du théorème I des renseignements sur 


em mm 


(1) J'avais donné ce résultat dans ma Thèse, citée plus haut, dans le cas de l’ordre 
non entier. J'ai donné la démonstration dans mon cours à Aberystwyth. 


| 
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l’ordre de multiplicité des zéros plus précis que ceux que l'on déduit 
du théorème de M. Borel ('). 


III. — Application aux fonctions d'ordre infini. 


11. Pour les fonctions d'ordre infini, le résultat obtenu est à rap- 
procher de la proposition que M. Blumenthal a appelée le grand théo- 
réme de M. Picard, en réservant le nom de petit théorème à la proposition 
énoncée par M. Borel : pour les fonctions de la forme f(3) — x, l’ordre 
réel est égal a l’ordre apparent sauf peut-étre pour une valeur de a. 
Mais le résultat donné ici est plus précis, c'est logn(r, x) qui est 
comparé à log, M(r) tandis que dans la méthode de M. Blumenthal on 


- compare les logarithmes de ces fonctions (2). En outre, ce résultat est 


plus complet, on compare directement les fonctions n(r, x) et logM(r) 
au lieu de comparer des majorantes régularisées de ces fonctions. 

L’inégalité (20) étant valable sauf dans des intervalles où logr varie 
d’une quantité finie, on en déduit que l'inégalité 


(27) n(r, a) +n(r, b) > [logM(r)]!-, 


où € est un nombre positif arbitrairement petit, a encore lieu pour 
presque tous les points des intervalles où le second membre est supé- 
rieur à r%, « étant fixe et arbitraire. Si l’on prend une suite indéfini- 
ment croissante de tels points, l'inégalité (27) est valable, quels que 
soient a et b, pour tous les points de rang suffisamment élevé. C'est la 
en somme le contenu du grand théorème auquel on pourra donner une 
forme analogue à celle de M. Blumenthal en construisant une fonc- 
tion W(r) supérieure ou égale à logM(r) pour tous les 7, l'inégalité 
ayant lieu pour des r indéfiniment croissants et vérifiant les conditions 
de la croissance normale [inégalité (19)], en construisant une fonction 
analogue pour le premier membre de l'inégalité (27) et en montrant 
que ces fonctions ont leurs logarithmes égaux à un facteur voisin de 1 


TT —————— 


(1) J'ai donné ces résultats dans une Note aux Comptes rendus, novembre 1921. 
(2) Se reporter au Livre de M. Blumenthal : Principes de la théorie des fonctions 
entières d'ordre infini. 


2am 


336 G. VALIRON. 


près. Mais ce genre d'opération est inutile ici où l'inégalité (27) donne 
une relation entre les éléments mêmes que l’on désire comparer (‘ ). 


(2. M. Blumenthal a amorcé l'étude de la distribution des modules 
des zéros des fonctions f(z) — x pour les diverses valeurs de z, il a 
appelé distribution normale une distribution des modules des zéros 
telle que les fonctions exposant et ordre soient égales (à l’approxima- 
tion choisie près), la distribution est exceptionnelle si l'exposant est 
constamment inférieur à l’ordre. Lorsque la distribution des zéros 
n’est pas normale sans cependant être exceptionnelle, il dit que la dis- 
tribution est infra-normale. Je dirai de même que la distribution x est 
normale lorsque r variant dans les intervalles pour lesquels on a la 
relation (27) [ces intervalles ne dépendent que de logM(r)], le rap- 
port 
loga(r, x 
ba D. (D) 


a une limite inférieure pour r infini supérieure ou égale à 1 — €, que 
la distribution est exceptionnelle lorsque la limite supérieure du rapport 
est moindre que 1 — € et qu’elle est anormale dans les autres cas. 

Il ne peut y avoir qu’une seule distribution exceptionnelle et, s'il y 
en a une, toutes les autres distributions sont normales. Les exemples 
de ce cas se forment bien simplement. 

I! est de même évident que l’on peut former des fonctions pour les- 
quelles existe une valeur anormale. Il suffit de multiplier une func- 
tion /,(3) à distribution normale par une fonction e/:® choisie de telle 


façon que le module maximum soit donné dans certains intervalles par 


le module de la premiére fonction et dans d’autres par celui de la 
seconde, ce second module étant supposé suffisamment grand par rap- 
port au premier. . 

Je vais montrer que l’on peut former des fonctions admettant un 
ensemble de distributions anormales ayant la puissance du continu. Je 
me servirai de la méthode qui a été employée par M. Sire puis par 


a 


(') Les notions d’exposant et d’ordre minimun de M. Blumenthal permettent dans cer- 
tains cas d’arriver à un résultat de la forme (27). 
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moi-méme pour former des exemples analogues dans le cas des fonc- 
tions d'ordre fini entier. Je m’appuierai sur cette proposition : - 
Étant donnée une suite de points A, denses dans un carré C (par : 
exemple le carré ayant son centre à l’origine des axes, ses côtés paral- 
léles aux axes et pour côté 1), et la suite des carrés C, de centre A, de 
côtés parallèles à ceux du grand carré et de côté €,, si rapide que soit 


la convergence de la série Yee l’ensemble des points P qui sont inté- 
rieurs à une infinité de carrés C, admet pour point de condensation 
tout point intérieur à C ('). 

Considérons alors la fonction 


@(z, x) = 29(s)— (4) 


avec 
p(s)= OP Eos et Cn? e+ ss 


U(s)=y + Ones". 
1 | 2 


Les nombres €, sont évidemment positifs. De l'inégalité de Cauchy on 
déduit que l’on a, pourn > ns; 


I 
loge; << — >” logan. 


On en déduit facilement que, pour s=7, la somme des termes 9(2) 
dont le rang est moindre que logr a un logarithme inférieur à 2(logr)”, 
tandis que la somme des termes de rang supérieur ae” aun logarithme 
négatif. 

Nous supposerons que 2, y et les nombres 0, sont intérieurs au 
carré C de côté 1 dont il vient d’être question. Dans ce carré nous nous 
donnerons une suite des points n, dense dans tout le carré (par 
exemple la suite des points a coordonnées rationnelles) et nous pren- 
drons 

§.=n,-~ si Np-1sn2<Np, 
les nombres N, étant définis par les conditions 


N,= J ’ Np 33%. 


(1) La démonstration se fait en suivant la méthode indiquée dans ma Note Sur les 
ensembles réguliers de mesure nulle (Comptes rendus, 1. 169). 
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Pour la valeur 
rp = 3% (P>Po)s 


quels que soient æ et y intérieurs à C, la somme des modules des 
termes de ®(z, x) dont le rang est extérieur à l'intervalle N,_,, N, a 
son logarithme moindre que 


3(logr,)*, 


les termes restants sont les termes de 9(z) multipliés par 2 — »,, le 
module de leur somme est moindre que 


| z—np|e?’? =| x — np| (ep) 


I mes: logN, 
logs ce = rh ED 1053 ey" 


en posant 


Par suite, si l’on associe au point », le carré C, de côté ¢, ainsi défini, 
pour tout point æ intérieur à une infinité de ces carrés, on aura, pour 
une suite de valeurs de r indéfiniment croissantes, 


(29) log|®(z, x) |< 4(logr), 


quel que soit d’ailleurs y intérieur au carré C. 


Pour choisir y nous procéderons de la façon suivante : considérons 
la fonction 


D(z,1)—p(z) —d(:), 


le maximum du module de cette fonction est évidemment moindre 
que 29(r); d'autre part, sa partie réelle pour s = r est de la forme 


Zc,u,r*, 


les u, étant compris entre 1 — 2 et 1+ x 
de ®(z, 1) est donc de la forme 


Le module maximum 


h(r)ee, 


hr) & étant compris entre 1 — et 2. Cette fonction Ds 1) dépend © 


d'ailleurs de la constante y, none la fonction F(r, y) corres- 


ee ee 
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pondante. Si pour une valeur y nous avons 


F(r, y) 
ore 


’ 


lim 


a 
Tr = é 


’ 


y sera évidemment une valeur anormale. Donc si pour toute valeur y 
appartenant au carré C nous avions cette inégalité, la fonction 


e +) Cn(1— 9,) 5” 
1 


admettrait un ensemble de distributions anormales comprenant tous 
les points d’un carré, la proposition que nous voulons établir serait 
; ; 
démontrée. 
Plaçons-nous dans le cas contraire : il existe un point y du carré C 
pour lequel : 


(30) | FE N>  (r>re). 
Nous prenons cette valeur de y et nous considérons les fonctions 
Jr 
fG)=4(G)e". 


avec 
Pour x — 1, f(s) — 1 admet les mêmes zéros que @(z,1), donc d'après 
l'inégalité (30) le module maximum M(r) de f(z) vérifie l'inégalité 

| logM(r) > ee” —K (r> 75); 


tandis que, d’après l’inégalite (29), la fonction F(r, æ) relative a f(s) 


[qui est la même que pour @(z, x)] vérifie l'inégalité 


F(r, æ)< k(ogr} + K 


pour une suite de valeurs de r indéfiniment croissantes lorsque x 


appartient à un certain ensemble admettant tout point du carré C pour 
point de condensation. Ces valeurs æ donnent encore des distributions 
anormales et la proposition en vue est encore établie dans ce cas. — 
Il est clair que cet exemple se généralise sans difficultés, mais les 
ensembles que l’on trouve dans la seconde hypothèse seront toujours 
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des ensembles de mesure nulle dont l’ordre (au sens de M. Borel) est 
à croissance très rapide. 

Il est manifeste que la question posée par M. Blumenthal au sujet 
des valeurs infra-normales est du même coup résolue; les distributions 
anormales trouvées ci-dessus sont également des distributions infra- 
normales. 

Il resterait à chercher si, dans certains cas, les distributions dites 
anormales ne peuvent pas être plus probables que les distributions 
normales et aussi: si, dans les cas de régularité de la croissance, on a 
un résultat analogue à celui obtenu pour l’ordre fini entier. 


13. Toutes les fois que l’on connaitra une limite inférieure de M(r), 
le théorème II donnera une limite inférieure pour le nombre des zéros 
du produit [f(z) — a][f(z)— b]. C’est ce qui aura lieu lorsque la 
fonction f(z) admettra des valeurs asymptotiques ou même restera 
simplement bornée sur certains chemins allant à l'infini. Il résulte en 
effet d’un théorème de M. Carleman (‘) que, si une fonction entière 
reste bornée sur p chemins non contigus [c’est-à-dire tels que, entre 
deux quelconques des chemins, f(z) ne reste pas bornée] le module 
maximum satisfait à la condition 


log, M(r) 


i ei 
i) 24 logr = 1 


D’après le théorème II, on aura alors 


se logn(r, a, b) 


(32) li 1er 


r= @ 


à 
mie 


On peut encore se demander dans ce cas sila considération simultanée 
de deux distributions est bien nécessaire et si l’on ne pourrait pas 
remplacer n(r, a, b) par n(r, x) dans l’inégalité précédente (l’une des 
valeurs x pouvant être exceptée). Lorsque l’ordre de la fonction est 


moindre que 1 (et naturellement au moins égal az), l’existence d’un che- 


min sur lequel f(z) reste fini lorsqu'on s’éloigne indéfiniment 


(1) Arkiw for Mathematik, t. XV, n° 10, 


rage. a 


Seen WO ae tee NY 


= 
4 
= 
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entraîne a fortiori que le minimum du module de f(z) sur tout cercle 
|s|=r reste fini. En remplaçant alors la fonction f(z) par la fonc- 
tion #(z) ayant ses zéros sur l’axe réel négatif, le module de ces zeros 
étant le même que pour f(z), on voit que $(— r) reste borné. La mé- 
thode de Phragmén-Lindeléf permet d’en déduire que pour cette fonc- 


tion f(z), le premier membre de l'inégalité (31) estau moins -; et l'iné- 


galité 


logM(r) <K + f A) de + rf 2? dx, 


x? 


valable pour les fonctions de genre zéro, montre alors que p étant 


ordre de f(z), on aura pour cette fonction 


lim L082 ETES 


(33) —  logr 7 Py 


. . . ae , . I 
quel que soit a. Ainsi pour une fonction d'ordre p compris entre = 


et 1, l'existence d’un chemin sur Lequel la fonction est bornée entraîne 
l'inégalité (33). 

Mais il n’en est plus de même en général, on ne peut déduire de 
l'existence d’un tel chemin une conséquence de la forme (33) relative 
à une distribution prise isolément. Dans le cas de la fonction f(z) — x 
considérée au n° 12, quel que soit d’ailleurs y, f(z) est bornée sur 
l’axe réel positif, et pour un ensemble non dénombrable de valeurs x 


le rapport 
n(r, æ) 
logr 


reste borné pour une infinité de valeurs indéfiniment croissantes der. 
On peut méme faire en sorte que le rapport de n(r, x) à une fonction 
aussi lentement croissante que l’on veut jouisse encore de cette pro- 
priété. De même pour les fonctions d'ordre fini entier. 
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LES FORMULES D’INTERPOLATION 
DE STIRLING ET DE NEWTON‘? 


Par N.-E. NORLUND 


à Copenhague 


1. Dans le calcul numérique les méthodes d’interpolation sont d’un 
grand secours. Pour l’Astronomie elles ont une importance capitale. 
Le problème de l’interpolation consiste à représenter une fonction à 
l'aide des valeurs qu’elle prend pour des valeurs déterminées de la 
variable indépendante. Ce problème comporte évidemment une infi- 
nité de solutions. Celle qui se présente tout d’abord à esprit a été 
donnée par Newton et Stirling et c’est d’ailleurs celle dont les calcula- 
teurs font presque toujours usage. Dans ce qui suit, nous supposerons 
que les valeurs de la variable se succédent en progression arithmé- 
tique. Newton (*) représente une fonction, dont on connait les valeurs 
dans les points 7 = 0, , 26, 3, ..., par une série de la forme 


(1) Pat Ro) 24) ea: 


s=0 


Mais si les valeurs de la fonction sont données pour les valeurs 
entières, positives ou négatives, de la variable on préfère généralement 
se servir de /a formule d'interpolation de Stirling qui est composée de 


ee PPT 
(1) Un extrait des premiers paragraphes de ce Mémoire a paru en danois dans les Com- 


munications de l'Académie royale des Sciences et des Letires de Danemark, t. 4, 1922. 
(2) Philos. naturalis principia math. (livre Tl, lemme 5); methodus differentialis 


( Opera, t. 1, p. 521-528; London, 1779). 
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deux séries de la forme 

os a,2(z* —17)(z? — 2)...(2?— 8”). 

s=0 
A celle-ci se rattachent la formule de Gauss et la formule de Bessel dont 
nous parlerons plus loin. Ces quatre séries. sont d’ailleurs des cas 
particuliers d’une série de polynomes plus générale donnée par 
Newton (*). 

Dans la théorie des approximations numériques ces développements 
jouent un rôle très important. On en fait usage dans la construction 
des tables numériques (*), dans le calcul des éphémérides et encore 
quand on a besoin de faire une différentiation mécanique ou une inté- 

‘gration mécanique. Ce dernier probléme se présente souvent, par 
exemple dans l’Astronomie (*). On déduit le plus souvent les formules 
d’interpolation par un raisonnement symbolique (*) et purement 
formel ou bien en supposant que la fonction qu’il s'agit de représenter 
est égale à un polynome; en ce cas particulier la série se réduit à un 

- nombre fini de termes. Il y a donc lieu de se demander si les séries 

d’interpolation sont convergentes ou non, et, dans le cas de l’affirma- 
tive, sila série représente la fonction qu’on s’est proposé de déve- 
lopper. Ce mémoire donne la réponse à ces questions. Nous allons 
voir que les séries de Stirling et de Gauss divergent en général. Pour que 
ces séries convergent, il faut que la fonction correspondante soit une 


(*) Par conséquent, la notation formule de Gauss, de Stirling, etc., n'est pas entiére- 
ment en accord avec les faits historiques mais il parait commode de conserver cette 
notation, pour abréger l'écriture, et parce qu'elle a été adoptée par un grand nombre 
d’auteurs. : 

(2) R. Rapau, Études sur les formules d’interpolation. Paris, 1891. — H.-L. Rice, The 
theory and practice of interpolation. Lynn, Mass., 1899. — D. Giss, Interpolation and 
numerical integration. London, 1915. 

(*) T. Oppouzer, Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, Bd a, 
p- 1-68; Leipzig, 1880. — J. F. Encke, Ueber mechanische Quadratur, Gesammelte 
mathematische und astronomische Abhandlungun, Bd 1, p. 21-99; Berlin, 1888. — 
F. TisseTanp, Traité de Mécanique céleste, t. 4, p. 151-197; Paris, 1896. 


(*) Voir, par exemple, Encyclopédie des Sciences mathématiques, t, 1, vol. 4, p. 49-59 . 


et 88-127. — G. BoOLE, À treatise on the calculus of finite differences, 2° édition, p: 1-61; 
London, 1872. — T N. Thiele, Interpolationsrechnung, p. 68-104; Leipzig, 1909. 
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fonction entiére d’une nature bien particuliére de sorte que la conver- 
gence ne se présente presque jamais dans les applications. Ce fait n’est 
pas sans intérêt. Par exemple, si l’on veut construire une table de 
logarithmes on se borne à calculer directement un petit nombre de 
logarithmes et l’on détermine tous les autres à l’aide de la formule 
d’interpolation de Stirling. En procédant ainsi on fera une grande 
économie de travail et l’on aura une approximation suffisante en se 
bornant à calculer trois ou quatre termes dans la série d’interpolation, 
pourvu que l'intervalle de la table ait été choisi suffisamment petit. 
Mais si cette condition n’est pas satisfaite, ou si l’on voulait essayer 
d'obtenir une approximation plus grande en calculant un grand 
nombre de termes dans la série d’interpolation, on trouverait une 
valeur entièrement fausse du logarithme par suite de la divergence de 
la série. 

Mais ce n’est pas seulement dans la théorie des approximations 
numériques que les séries d’interpolation peuvent rendre service. Ces 
séries se présentent encore dans plusieurs problemes d’Analyse. 
Tout récemment G. Pélya (*) et F. Carlson (?) en ont fait des appli- 
cations intéressantes à l’étude de certaines fonctions qui prennent des. 
valeurs entières pour les valeurs entières de la variable. Dans le calcul 

‘aux différences finies les séries d’interpolation jouent un rôle capital 
et je vais en tirer parti dans un Mémoire prochain. 

Dans les paragraphes 2-8 j'ai fait une étude approfondie des pro- 
priétés de la série de Stirling et j'ai. indiqué la condition de conver- 
gence sous une forme qui paraît bien remarquable. A cette série se 
rattachent certaines formules de quadrature et de différentiation méca- 
nique. Dans le paragraphe 15 j'ai indiqué la condition nécessaire et 

- suffisante pour que ces développements convergent. 

4 "Il y a intérêt à rapprocher la formule de Stirling de la formule d’in- 

terpolation de Newton (1). Le calculateur se sert de la formule de 

Newton quand il s’agit d’interpoler au voisinage d’une des deux extré- 

a je  hiilenbmitiéuaiine 14e € [2228 oi ale stp t 
(!) Ueber ganzwertige ganze Funktionen (Rend. Circ, mat. Palermo, t. 40, 1915, 


p- 1-16). — Uber ganze ganzwertige Funktionen [ Nachr. Ges. Gôtt. (Math.-Phys.), 1920, 
p. 1-10]. L'étude de G. Pélya a été complétée par G.-H. Hardy et E. Landau (Proc. 
Cambr. philos. Soc., t. 19, 1919, P- 60-63; t. 20, 1920, p. 14-15). 

(2) Ueber ganzwertige Funktionen (Math. Z., t. 144, 1921, p. 1-23). 
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mités de la table; maisen tout autre cas il préfère la série de Stirling 
parce qu’elle est « plus convergente », c’est-à-dire que les premiers 
termes de la série de Stirling donnent une meilleure approximation 
que les premiers termes de la série de Newton. On pourrait donc être 
tenté de croire que la convergence de la série de Newton devrait 
entrainer la convergence de la série de Stirling. Mais il n'en est rien. 
Nous allons voir que la série (1) converge dans des cas beaucoup plus 
étendus que ne le fait la série d’interpolation de Stirling. On voit par 
là une nouvelle fois combien est grande la différence entre ce que 
demandent le géomètre et le calculateur des séries dont ils s'occupent. 


Si une série converge, le géomètre en peut tirer parti sans se préoc- 


cuper de la rapidité de la convergence. Mais s’il s’agit d’une approxi- 
mation numérique l’essentiel est le degré d’approximation que donnent 
les premiers termes de la série, et une série de Stirling, qui diverge, peut 
quelquefois rendre de plus grands services qu'une série de Newton 
qui converge. 

La série (1) a été étudiée par. S. Pincherle et F. Carlson dans deux 
Mémoires dont nous parlerons plus loin. S. Pincherle a fait remarquer 
qu'il n’y a pas, en général, de point singulier sur la droite de conver- 
gence. Dans les paragraphes 9-13 j’ai étudié la série de Newton par 
une méthode nouvelle et directe. Je démontre qu’il y a un rapport 
remarquable et trés simple entre le domaine de convergence de la 
série et les propriétés analytiques de la fonction qu'elle représente. 
Ceci est vrai pour toute valeur positive de w en exceptant une seule 
qui présente des difficultés sérieuses. Je me suis arrêté longtemps sur 
ce problème et les résultats obtenus présentent quelque analogie 
avec ceux qu'a trouvés H. Bohr relativement aux séries de Diri- 
chlet. 

En particulier, je démontre que la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une fonction ®(z) se représente par la série (1) (w étant 
positif) c'est qu'il existe un nombre réel « tel que la fonction est holo- 
morphe dans le demi-plan (z:) > « et y satisfait à l'inégalité 


patsy (<a eer 


A étant un nombre positif. La série converge dans le demi plan W(z)> a 


si le nombre w est positif et suffisamment petit. 
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La formule d’interpolation de Stirling. 


9. Considérons d’abord une série de la forme 
(2) DU mae eee a eae 


où les coefficients a, ne dépendent pas de z. Si s est un entier positif, 
négatif ou nul, la série se réduit à un nombre fini de termes. En met- 
tant de côté ce cas, nous démontrerons le théorème suivant. Sz la 
série (2) converge pour 3 = 3, (03, n'est pas un entier), elle converge 
.uniformément dans tout domaine fini dans le plan de la variable 3. Ce 
résultat se déduit aisément d’un théorème d’Abel (*). 
En effet, posons 
by = a5%9(33—1*)( 35 —2*)... (36 —s°), 
niche ae) 
Bq (3g — 17) (3g — 2°)» (3, — S$ ) 


on aura 
eee oe 
~0 


u,(z) — Usar (7) = Us (4) cae 
0 


Le reste de la série (2) peut donc s’écrire comme il suit 


s=m som vos vom 
> ” LT 
(3) D'outs) = À [as(2) — us (9)] DY by + nile) À 0 
sn 1 ‘ ; s=n c von = Von 
sa 7 ( ) b Vom 
‘ ; A ES , 
Sa Gt ————— b 4 3 >) b,. 
| | a (s +1)? — 39 a yt Um+1(5) y 
- Fy Von Von 


Pour voir comment les u, se comportent pour des valeurs trés grandes 
des, divisons le numérateur et le dénominateur de u, par (s!)*; nous 


~ aurons 


(4) : res). 


(1) BROMWICH, Theory of infinite series, p. 203-7; London, 1908: 


213 
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Sur cette expression on voit immédiatement que u, tend uniformé- 
ment vers une limite quand s augmente indéfiniment, z étant situé 
dans un domaine fini quelconque. Cette limite est d’ailleurs égale à 
sings 

SiN TZ 


lim us(z) = 
s—>o 


Cela posé, soit e un nombre positif, Par hypothèse, on sait trouver un 
nombre n, tel que 


<eE, si s2n2n,. 


De l'équation (3) on déduit donc l'inégalité suivante 


x bus (2) 


Cet C, désignant des constantes. Le théorème énoncé est donc vrai. 
Par conséquent, si la série (2) converge, elle représente toujours une 
fonction entière que nous désignerons par H(z) : 


s=m 


NE 
< Ce Dr + 0 < Ge 


H(s)= > ,3(3?— 17) (s?—= 2?) ... (s?— 8?) 
s=0 
Pour voir quelles sont les fonctions entières quiadmettent un déve- 
loppement de cette forme nous allons chercher une fonction majorante 
relative à H(z). Il va sans dire qu'on peut choisir les a, tels que la 
série (2) converge absolument dans tout le plan. Mais il arrive aussi 


que cette série est simplement convergente pour toute valeur de z qui - 


n’est pas un entier. Pour cette raison nous allons d’abord transformer 
la série en une série absolument convergente. Reprenons l’équa- 
tion (3), posons n =o et faisons tendre m vers l'infini. On trouvera 


H(:)=H (25) Some + (21— 38) Tow px 


La dernière série converge absolument, car les u, tendent vers une 


limite finie quand s augmente indéfiniment, comme nous l’avons déjà 


vu, et la série £5, est par hypothèse convergente. On sait donc trouver 


ares 


.. 


ae 
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une constante c telle que 
er 
Dy ie , LED, lee 
v=0. , 
On a par conséquent l'inégalité suivante 


’ a= 
+elst— 23] > 
s=0 


Nous avons supposé que la série (2) converge pour 3 = 0, mais 
cette hypothèse entraine que la série converge dans tout le plan. Nous 
pouvons donc, sans restreindre la généralité, admettre que 0 < 379 << 1- 


sinT z 
SINT % 


us(z) | 


(5) IHG)I<[H (x) 


‘De l'équation (4) on déduit maintenant que 


A EE al end ae LA aE 
anit ae des 


s? 


= te 
aff) fl 


Par conséquent, 


S + oe [us(s)l: 
|s*—25| Dre a 


i Gers mcr LE] das en) UL = ; 


(+) (ee) Le 


—‘'sints, 20 
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où shz désigne le sinus hyperbolique de z. En substituant cette expres- 
sion dans l’inégalité (5) on trouvera 
(5 x |: | Ped zl). 
SiN T Zo 5 


Par conséquent, si la fonction H(z) admet un développement de la 
forme (2), on sait trouver une constante C telle que . | 


sin Tz 
Sit 13 


[H (3 )1< [Hs she 


(6) |H(s)|< Cer?! 


pour toute valeur de . Cette inégalité cesse d’être vraie si, dans l'expo- 
sant, on remplace x par un nombre qui est inférieur à x. En effet, 
la fonction sinwz admet un développement de la forme (2), 
si —%<w <7. Mais il n’en est plus a ainsi pour w = +. De même, la 


fonction entiére | 
costs —1 
3 


se représente par une série de la même forme. 


3. Quand on veut trouver toutes les fonctions qui se représentent 
par notre formule d’interpolation, on peut donc se borner à considérer 
les fonctions entières dont l’ordre est £1. Pour voir quelle condition 
ultérieure il faut imposer a ces fonctions nous allons exprimer le terme 
complémentaire de la série à l’aide de l’intégrale de Cauchy. Soit H(x) 
une fonction entière et posons pour abréger 


AH(x)=H(x+1)—Hi(x), 
A* H(z) = A[ANSH(z)]: 


Les différences successives de H(x) s'expriment par les intégrales 
suivantes . | | 


HE H(t) ae 


Fine” 


H(t) dé 
AH (9) 22 Se fee TRE) 


3 fey H(¢) dt ree 
Aha) iy a cat 


tintin, 
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où la ligne d’intégration est un cercle parcouru en sens positif, ayant 
l'origine pour centre et avec un rayon si grand que le cercle comprend 
les points 7, 7+ 1, ...,0+7. 

Cela posé, considérons l'identité suivante 


by(s) = (4 — 41) (3— a2). + (3 — @&): 


Choisissons d’abord les nombres a, comme il suit 


a,— 0; Aon — — n, AQonti— il. 
On trouvera 
3 n 
CEE yee rt 
EE TOR (E+s)(E+s—1)...(6—Ss) 


s=0 
n— 


chen Pre HIER ET 3(s?— 1%)(s?— 2”)... (sun) 2 
HD rer Made IG acs er ES 


s=0 


Multiplions les deux membres de cette équation par H(¢) et intégrons 
par rapport à Cle long d’un cercle C, parcouru en sens positif, ayant, 
l’origine pour centre et avec un rayon qui est plus grand que n. On 


trouve £. 
(8) HG)=Ÿ (ans +> Go antics = ft Raaess 
Sau A $=0 
ou 
a ‘V6 3(32—12)(2?—2?)..: z2— n°) H(C) 
(9) Ron gi), (HB) Le) rs 


On suppose ici que le point s est situé à l’intérieur du cercle C,. 
De même en choisissant, dans l'équation (7), les nombres a, de la 


manière suivante : 


A —=0; (ia Gan = — 1h 


23% 
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on obtiendra, au lieu de l'équation (8), cette autre relation : 


(10) de)= (77) anna 


s=0 
n—1 

+» bie PA ‘) As+1 Hind) + Ren+s- 
s=0 


Pour abréger, nous désignerons les séries (8) et (10) comme /es 
formules d’interpolation de Gauss (‘). En ajoutant terme a terme ces 
deux séries on trouvera la formule d’interpolation de Stirling (?) : 


i) HE)= See) oes ET an(s) 


s=0 


+ 5s (st— 1%) (at a8)... (22— sag, 
+> eee oe 1H (— 2 — 1) + Ress 


où R;»+, a la valeur indiquée par l'intégrale (9). Ici nous avons posé, 


our abréger, 
F : H(z+1)+H(z) 
2 


V H(«) = 


En donnant à s les valeurs o, 1, 2, ..., 2 — 1 dans les deux séries 
qui figurent au second membre de l’équation (11), on trouvera pour 
le reste R,, après 27 termes l’expression suivante : 


I 3(z*—1")...[3?— (na —1)*] (s€—n*) H(& 
M ge say REST Ea ETT 


=u. 


On obtient un autre développement remarquable de la maniére 
suivante. Remplaçons, dans l'équation (10), 3 par z += et H(z) J 


(1) C.-F. Gauss, Theoria interpolationis methodo nova tractata (Werke, t. IN, 
p. 265-330), Gültingen, 1876. — I.-F. Encxe, Ueber Interpolation. Gesammelte mathe- 
matische und astronomische Abhandlungen, t. 1, p. 1-20; Berlin, 1888. Dans ce Mémoire, 
Encke reproduit des lecons faites par Gauss en 1812. 


(?) Methodus differentialis sive tractatus de summatione et interpolatione Stones 
infinitarum, London, 1730. 


A, + 


) 
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par H(s—+)- Remplacons, dans |’équation (8), z par 3 — =: et H(z) 
par H (: + 2) En ajoutant terme à terme les deux séries ainsi obtenues 


on trouvera /a formule d’interpolation de Bessel : 


4. Je vais démontrer que ces termes complémentaires tendent vers 
zéro quand 7 augmente indéfiniment, si la fonction H(s) satisfait à 


La 


Fig. 1. 


4 24 gilts  — 


. une certaine inégalité. Considérons d’abord R:,+,- Sans changer la 
valeur de cette intégrale on peut déformer le cercle C, et le remplacer 
par le chemin d'intégration indiqué dans la figure 1. KAB et DEF 
désignent deux arcs d’un cercle ayant l’origine comme centre et avec 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. : 45 
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le rayon log. Comme ligne d'intégration je prends la courbe 
ABCDEFGKA, qui est composée de ces deux ares de cercle et de 
deux arcs BCD et FGK de la lemniscate de Bernoulli qui a pour équa- 
tion r—nyz2cos2v. Cette courbe coupe donc l'axe réel dans les 
points + ny2. Ce choix du chemin d'intégration est un point essentiel 
dans notre démonstration. Il va nous permettre d'indiquer, avec une 
très grande précision, la condition qui assure la convergence de la 
série. Si l’on avait cheminé le long d’une autre courbe on aurait 
trouvé une inégalité moins précise. Comme le chemin d'intégration 
est symétrique par rapport à l’axe imaginaire on peut réduire l'inté- 
grale (9) et l'écrire comme il suit : 


Ages Lu 5(s?=17)...(s?— n®) H,(£) 
(16) RE | CESR a at 


où nous avons posé, pour abréger, 
(17) H,(¢) =$(H(¢) —H(—¢)] + s[H(¢) + H(—E6)]. 


Soit #, le plus petit nombre positif qui satisfait à l'équation 


2 
(18) COS2P, — ks Rex . 
ps n j 
. rs ee | ER 
Le nombre ¢, est inférieur à 7 et l’on a évidemment 
lim ¢, = be 
rn—>o 4 


Si nous posons © = re”, le chemin d’intégration est composé de : 
1° L’arc AB, où 

r=loga et — Los; { 
2° L’arc BCD, où 
| run V2 cos2e et — Pr SVE 03 
3° L’arc DE, où 


r=logn et On Ses 


es cm — 
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Écrivons maintenant l’intégrale (16) sous la forme suivante : 


3? ee CL LS 
Rat EU LEE oe LS — 
I 2 2TU 


*  (—1} (nl P(E —27) sis 


T(G+n+i) 8 5 


x 
ABCDE 


Le produit qui figure avant le signe intégrale tend vers une limite 


si nts. 
finie, quand n augmente indéfiniment, savoir vers la limite ——— 


Il suffit done de considérer la dernière intégrale, que je décompose en 
trois parties en écrivant 


z? 3? 
Romus (1— a) = =) say Pat Q,+ Te) 


2TU 
ou 
P= ? — T, = oe 


AB BCD DE 


Sur l’arc BCD on a cn 
t—ny2cos2v ei, 
par conséquent, 


dt =iny2 cos20 (1+ étang2¢) ei? de, 
ai pete? 
dv| /cos2v 


zs En posant, pour abréger, 


ECC 
(19) fa) = (— a RES 


2 (20) — sinne Pin +f)T(n—f) n°— Ch 


on trouvera 
Pers ‘loge f Salo) AO ein de, 
LT Dir © 
2 


+ Vn 


(21) Q,=in ra à ae 10) = V2 cos2v (1+ itang2v) e* de, 


DER a 


(22) T, =tlogn Sul) gr ei’ dv. 


Vn 
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5. Avant d’aller plus loin je m’arréte un moment pour dire quelques 
mots sur une certaine fonction }(¢) qui joue un rôle important dans 
notre problème. Je définis cette fonction dans l'intervalle — ~<eSt 
par les deux expressions suivantes : 


(23) p(#) =cose log(Vcos2v + 2 cosv) + 2 sine arcsin(ÿ2sine), 


si 


a S1PTe7 ou =F s|oléa. 
Mais 
(24) | b(v) =z] sine| 
si 
PPT DEL 
MR : 


La fonction, ainsi définie, satisfait aux relations 


de) = Y(— v), 


(29) Po)=4(n—9), 


et elle est continue, car, des deux expressions indiquées, il résulte 
que 


On a, de plus, 
; Yo) =$(+ x) = 2 log(1+ Va), 


Je vais démontrer que la fonction Ÿ(v) admet des minima dans les 


points o et +7 et des maxima dans les points + =. Considérons 


d’abord l’intervalle o <e< 7. On aura 


(26) are sin(/2 sine ) = Her AE 
Veosaz 
(27) log(Vcos2e +3 cosv) =2 ‘sine de, 
Vcos2z 


Sinn nt Me 


teed 


ee = 
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On le vérifie aisément en dérivant par rapport à 9. En faisant  — 0 
dans la dernière équation on trouvera 


LL 
rs 
dx 
log( 1 + = if; pe Se 
og( v2) ae cos 22 


L'expression (23) peut donc s’écrire comme il suit : 


sin x dx 
(28) 


v(e) = 2cosv log(1 + ÿ2) — 2 V2 cose $ Ycos 22 


; ’ cosx dx 
+ a 2 sin?” Vcos 22 
, Vcos2æ 


“sin(vo—x)dx 


— 9 cosv log(1 + V2) + 2V2 has 
En dérivant par rapport a ¢ il vient 


(29) y(e)=—a sine log(s + ¥2)+ 23 f 


*cos(v — x) ae 
Vcos2z 


En dérivant encore une fois on trouvera 


(30) g'(v)= a2 4(0). 


cos2¥V 


De l’équation (28) on déduit l’inégalité suivante : 


TOR eoetog( Va) + AE [ sin(y — x) dx 


‘ | —acosvlog(i + V2) + A (1 — c08") 
; On aura done, en vertu de l'équation (30), 
ytyzacoe| ya —1oe(i+ V5) |: 
2 Vcos2¥ 
; Mais il en résulte que Ÿ”(#) est positive dans l'intervalle en question. 
2 On voit à l'équation (29) que 
g'(o)=0. 


4 La dérivée }/(+) est done positive, continue et croissante dans 
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l'intervalle o << T° - On en conclut, en tenant compte de l’expres- 
sion (24), que la fonction }(¢) est positive, continue et croissante 
dans l'intervalle o£p£= - Cela posé, on voit aux équations (25) que la 
fonction }(v) admet Pi maxima et minima indiqués ci-dessus et qu’elle 
n’en admet pas d’autres. On a donc, pour toute valeur de ¢, 


r>4(v)Z22log(1+V2)> 0. 


Des équations (23), (26) et (27) on peut aussi déduire l'expression 
suivante de la fonction Ÿ(+v) : 


Eek sin(a—v) dx 


Vcos2z 


Dans l'intervalle 7 > Zo la fonction satisfait donc à l'inégalité 
Y(v) > sine. 
6. Posons 


(31) h(v) = lim 


7 — © 


at 


Dans le paragraphe 2 nous avons démontré que la convergence de 
la série d’interpolation entraine que 


h(v)£r 
pour toute valeur de 9. Mais c’est seulement dans les points » = + = 
2 


que la fonction A(v) peut atteindre sa limite supérieure x. Par une 
analyse plus détaillée on peut, en effet, démontrer que 


h(e)Sv(e). 


De plus, on voit aisément que les termes complémentaires que nous 
venons d'indiquer tendent vers zéro, si 


h(v) <Y(v) 


pour toute valeur de +. On peut mème démontrer un théorème plus 
précis. Admettons que la fonction entière H(¢) = H(re“) satisfait 


A» 


x 


PNR ee ER QE ee EEN P 


Lek ORS SK. 


. 
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aux inégalités 
(32) |H(¢)— H(— €) <erv rb, 
(33) LHC) (= Dev, 


pour r2r,. Soit 8 le plus grand des nombres 8, et B,— 1; on sait 
trouver une constante C telle que 


(34) lH,(re™’)| < CerŸte) eet 


pour r2r,. Nous allons démontrer que le reste R,,,, tend vers zéro, 
si 8 est négatif. Dans ce but, étudions comment la fonction | ,(#)| se 
comporte pour les valeurs très grandes de n. Admettons d’abord 
que ¢, > 9 > — Pre On sait que 

É 1 

(35) T(æ)=Varz" e-zl1+e(x)], 


où e(æ) tend vers zéro, quand x tend vers l'infini d’une telle manière 
qu’elle s'éloigne indéfiniment de l’axe des nombres négatifs. L’expres- 
sion (19) peut done s'écrire 


[T(n)PT(E—n) n°? 


— 


(36) PAR EE 4) 2 ean 
| 2 may ton VX 
=(-yar(a a) (a) ote} 


C+n 
ou e(n) tend vers zéro quand ? augmente indéfiniment. Puisque 
On >? > — Va) 
nous aurons ar 
| t= nreiv—n\V2cos2ve. 
On en déduit que 


ae m=nte". 


Par conséquent, 


in? 


= 0 


Par un calcul facile on trouvera 


E—n 260820 —1+ 2 sine a cos2e 
t+n (Vcosae + 2 cosy)” 

+ Veste + iV3 sine) 

=i. Vcos 2e +2 cose, 


- anne 
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Mais, de cette équation résulte que 


Ç—n 
C+n 


| C—n HT à 
LL Ya" —3arcsin(y2sine). 


| wid cos 2 v + 2 cose)", 


| De l'expression (36) nous pouvons done conclure que | 


74 


|fn(¢)|=2" —: +] 


ae pa [1+ e(n)]|- 


Cela eae on déduit de Pn hep (21), en tenant compte de l’iné- 


galité (34), . 
IQls » diss FAO) pees 


< nt, fit [fa (0) | err) rB—1 
< nbC, fi (cosa 


=aCnb f Co "do, 


de 
Vcos2e 


où C, et C, désignent des constantes. En décomposant la dernière 
intégrale en deux os on trouvera 


1Q,|< scant f” (cosav)i? Stee Cant [” fe. 
= (cos2e) if 
Admettons que 8 <o. La première intégrale au second membre tend 


vers zéro quand n augmente indéfiniment. La dernière invegrats est 
tete à 


a 


se f° a? "dx = 4C,B-!n®[ a if 7" —(cos2¢,)? 3°] 


=2'"1°C,8-1[ ab — (logn)?}. | 


Mais cette expression tend vers zéro, quand n-> x, parce que B est 
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négatif. On a donc 
lim Q; =o. 


n—- © 
Considérons maintenant l'intégrale T,. Commençons par étudier 
comment se PUR perte la fonction f,(v) sur l’arc DE quand 7 est très 
grand. /, peut s’écrire sous la forme (20). Dé l'expression asympto- 
_ tique (35) de la fonction gamma on conclut que 


1 
[T(n)}? n? n°? Tita ft 
Ton +) le) me =) (= ue) beste h 


En posant © = logne”, on trouvera 


n—t% _n'—(logn) — gintotn sing’ 
n+C . n?+(logn)?+ 22 loga cosy 


On a donc 
n—CP_ 4nlogn cose 
ml 1— 734 (logn) + 2nlognr cosy’ 
: an —- sing 
arg on ae — arc tang — — login 


En posant, pour À ; 
x S 4nlogn cose 
ee) = n? + log? n+anlogncose 
on aura donc : 


2nlognsine 
(2 _— 3) = à 1 ogn cosy log (1—P(n)}+lo8 ne sin y arc tang PEN TS 


=) 


Quand » tend vers l'infini, cette expression tend uniformément 
vers 1. De plus, on trouvera 


"hp 2 : logén 
4 =1— jj log ncos2yv + — > 
Par conséquent, 
1 
hide —(n +4) doe (1 3 og m cosa SE") 


=e 


n? 
ni — (2 
Cette quantité tend a aussi vers. Le quand n>. Nous avons ainsi 


démontré que 
À (ny? n 
| se FeO) TRE) nt 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. 46 
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si |¢|—logn. On sait donc trouver une constante c telle que, sur 


l’arc DE, 
| fn(e) | <I e—rTsine, 


Cela posé, on voit que l'intégrale (22) satisfait à l'inégalité 


ui 
z 
TI < Cir [| fae) Hi (ret) | de 
my 
2 
e C uy e-rTsine | H, (r ei?) | de, 
où C, et C, sont des constantes. Décomposons cette intégrale en deux 
parties et remplacons H, par l'expression (34). On trouvera 


us TT 


| + F 
IT, | <CC,r8 [ ertWo—mainel dy + CC rl ae 
Yn “ru 
3 


Le dernier terme au second membre tend vers zéro, quand n+, 
parce que est négatif. De l’équation (18) il résulte que 


T 1 /logn\? 
7 mes Rr | 


Puisque la fonction continue Y(v)— sing s’annule dans le 
7 on sait trouver un nombre positif r, tel que, pourn > n,, 


point ¢ = 
on aura 
v(¢)— rsine <1, 
si 
7 SV 2h 
Par conséquent, à 


uf 


wT x 


cs + | 
erlÿ(v)—msine] de al nŸ(v)-nsine Jo 
Vn U 


’ n\'3 
<n(F en) <2 (MEY, 
mae! 2 n 


et la derniére quantité tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. 


9 
4 
' 
‘ 


ee 
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On en conclut que 


lim’1 = 0, 
n—- » 


On voit tout à fait de la même manière que l'intégrale T, + 0. Nous 
avons ainsi démontré que 


lim Rens1 == oO, 
n —- © 


si 6 <o. Les séries d’interpolation de Gauss, 


H(z) = H(o) +9 Ha af) ANH (—s) + fs Fe jam ns), 


25 NDS = 
H(s)=H(o) >) [RE Sees tel rule |, 


convergent donc, si H(z) est une fonction entière qui sausfait aux 
inégalités (32) et (33), où 


(37). Bi <o, Br 1. 


Considérons maintenant l'intégrale (12). Nous pouvons la décom- 
poser en deux intégrales et écrire le reste R,, sous la forme suivante : 


R= of nr (sn) san ni" HG) ale 8) 
Fa nds be Le 2) cd 1 C*— 3? 
pie mit)!‘ BWA MHD 
2TÈ nn er Ba 7 08) c?— 3? 


On voit immédiatement que les inégalités (37) entraînent aussi que 
ces deux intégrales tendent vers zéro quand n augmente indéfiniment. 
La série de Stirling © | 
Z z? z(3— 1? 
H(s) =H(o) + 2VAH(—1) + 5 A'H(—1) + 2 var (— 2) 
3(3°— 


2 st — 2 ee. ok 
7 ) ae t(—2) + LME var H(— 3) +... 


+ 
converge donc si les nombres (, et B, satisfont aux inégalités (37). 

E.-T. Whittaker et K. Ogura ont indiqué récemment un théorème 
semblable mais sans arriver à la condition de convergence précise 
que nous venons de trouver, 


24 
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Dans un Mémoire important, E.-T. Whittaker (‘) fait voir que la 
série de Gauss converge, si H(z) est une fonction entière qui satisfait 
à l'inégalité 

; | H(re”) |< const.e'*—7teeel) gs 0, 
Mais cet auteur a ainsi laissé de côté des fonctions telles que la sui- 
vante : k 
H(2).=2@, 3— 2V2£a<3+32V2, 


qui satisfait à notre condition de convergence. K. Ogura (?) démontre, 
dans un article publié par les soins de J. Hadamard, que la série d’in- 
terpolation de Stirling converge si H(z) est une fonction entière et 
paire qui satisfait à la condition 

|H(re’)|<e", _ o<À<log2. 
Nous avons vu qu’on peut remplacer À par une fonction de ¢ qui vérifie 
l'inégalité 

r24(v)2log(3 + 2 V2). 

Considérons enfin les termes complémentaires (14) et (15) de la série 
de Bessel. Nous pouvons réduire ces intégrales à la forme suivante : 


=f GLS) H(t) —H(—2) 

= RON COTE CN 

baie IMMO TETE 

oes HEC ET 
ur OO 2) mao 

OO EC 


H:(€) = CHE) + H(—6)]+3[H(£) — H(—E£)]. 


)] 


où 


(1) On the Functions which are represented by the Expansions of the Interpolation- 
Theory ( Proceed. Royal Soc. Edinburgh, t. XXXV, 1915, p. 181-194). 

(?) Sur la théorie de l’interpolaticn de Stirling et les zéros des fonctions entiéres ( Bull. 
Se. math., 2° série, t. XLV, 1921, p. 31-40); voir aussi Comptes rendus du Congrès inter- 
national des Mathématiciens à Strasbourg, 1920, Toulouse, 1921, p. 316-322. 


a 


de. 


Lo 
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En raisonnant comme plus haut on voit que ces deux restes tendent 
vers zéro, c’est-à-dire que a série de Bessel converge, st 


(38) ate deg: eae Peres eed 


Si H(s) est une fonction impaire, la série de Bessel est donc celle qui 
est la plus avantageuse, mais si H(z) est une fonction paire, la série de 
Stirling est à préférer. 

J'ai encore quelques remarques à ajouter au sujet de la série de 
Gauss. En réunissant deux termes consécutifs en un seul terme, nous 
avons démontré que la série ainsi obtenue converge si les condi- 
tions (37) sont satisfaites. Mais si l'on ne fait pas cette contraction 
des termes de la série, ces conditions ne suffisent pas pour assurer la 
tonvergence de la série. En ce cas nous devons encore démontrer que 
les termes de la série tendent vers zéro. On aura maintenant 

I s(zt?—1")...[2—(n—1 ](4+2 


X [H(E) + H(— $1) 4%. 


Cette intégrale tend vers zéro si le nombre B, est négatif, quand » 
. s : T T ue 
appartient à l'intervalle + 2e? — F4 La série de Gauss 


\ 


H(z) =H(0) + (jancn+ (2 jamais (* 5 )ene +. 
sera donc convergente pourvu que 6, << et | 
Br, si >> 


Br < 0, si È SV — 


aa a 


On en conclut par exemple que la fonction costs se représente par la 
série de Gauss qui en ce cas prend la forme 


(40) Bestel lek Jr” ie 
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On vérifie aussi aisément que cette série converge simplement dans 
tout le plan. Mais si l’on fait H(z)=sinrz dans la série de Gauss, 
tous les termes de la série s’annulent. La fonction sinrz n’admet donc 
pas un développement de cette forme. Cette fonction satisfait & notre 
inégalité pour 6, — o. Cet exemple nous montre donc qu'il est néces- 
saire de supposer B, <0. 


7. L'exemple H(z) = cosxz met en évidence que nos conditions de 
convergence ne suffisent pas pour assurer la convergence absolue des 
séries. Soient u,, u,, u,, ... les termes de la série de Gauss. Le 
terme w,, est égal à l’intégrale (39) et l’on aura 


Uen+s = pial ) An+1H(— n) 


bo 3(s?— 1°). ..(2?— n°?) 
41 AL 7)... [07 — (x +1}] 
x | (n+1) [H(¢) + H(—2)] + (HS) —H(—2)] | a. 


On voit à ces deux intégrales qu’on sait trouver un nombre positif ¢ tel 
que 


lim n(logn)'**&u,=o, 
n > © 

pourvu que 

Bi < ls Br << — 2. 


Ces deux inégalités entrainent donc la convergence AGE des deux 
séries d'interpolation de Gauss. 
Dans la série de Stirling on aura 


UE  83(3—1°).,.[23! 1)°] : 
ef HG + HE )] a, 


PA + Sil 3(2?—1*)...(s?— n?) à 
tame arf I a a OH), 


et l’on en conclut que la série de Stirling converge absolument si 
Bi LES Ba <= 0. 
On voit de même que la série de Bessel converge absolument si 


Bi<o, Ba <—1. 
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Si en particulier H(z) est une fonction paire, on aura 


VA®5+1H(— 5 —1) — 0, 
I 


an(s) =o, va"H(—s—=)=4"H (—s—3). 
2 2 es 


‘La formule de Stirling se réduit par conséquent à la suivante : 


(41) Ha) => FEI ET ven), 


et la formule de Bessel prend la forme 


= OIE- OEM ue 


(2): H(z) = si 


s=0 
Si H(z) est une fonction impaire on aura 
A“H(—s)=0,  VA%+*H(—s—1)=A***'H(—5), 
: VAE (—s— +)=0. 
2 


La formule de Stirling s’écrit donc comme il suit : 


(43) He) > 3(*— 1°) (#27). (ST) asset (—s), 


4 (2s+1)! 
s=0 


et la formule de Bessel prend la forme 
| : [= HAE Cllikés re 3) | an(s sy 


(44) H(2)=2), (2s+1)! 


s=0 
Comme la fonction coszz satisfait aux conditions (37), l'équation (4!) 
nous donne le développement convergent 


2s 


Gs 
(25) 


i : (45), cos: = (1) ges) (es (sc) 


La fonction sinxz satisfait aux conditions (38). Elle se représente 


24%. 
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donc par la série (44) qui s’écrit 


do saree Sgt IEC 


On trouve de même les deux développements convergents suivants : 


cote — Cane Lt Less [=—(G) | ["- OE Gus (:- 3) |) 
OI OC 


a SiNnTsz —2zSinTa » a(s%— 12) (s?— 022)...(52— 5?) 
—— =sinra > EN BONE TT DT BASES CET Dee GaP EL 
(a* — 1?) (a? — 2?)..[at—(s+1}] 
s=0 


Ba 


où « est un nombre quelconque qui ne fait pas disparaître un des 
dénominateurs. 


8. De ce que nous venons de dire il résulte a fortiori que les quatre 
séries d’interpolation convergent absolument si la fonction (+), 
définie par l’équation (31), satisfait à l'inégalité ~ 

h(v) <Y(v) 
pour toutes les valeurs de v. Un cas particulièrement intéressant est 
celui où l’on a A(v) = Ÿ(e) dans un nombre fini de points, pendant 
que h(v) < (+) pour toute autre valeur de v. Quelles sont alors les 
conditions de convergence? Nous allons voir qu’en ce cas particulier 


nos inégalités relativement aux nombres 8 pourront se remplacer par 
d’autres qui sont moins restrictives. Soit « un point tel que 


R(æ) = Ya), Ah(e)<p(e), e2a. 
Remarquons d'abord que, dans les intervalles o> et 


T 3T . . ‘ 
ice >r>— FZ? on ne trouve jamais un point « de cette sorte. Car 


s’il ya, à l’intéricur d’un de ces deux intervalles, un point de coinci- 


dence entre la courbe }(¢) et la courbe A(¢), il y en a uneinfinité. C'est 


ce qui résulte d’un théorème général dû à E. Phragmén et E. Lin- 


È 
; 
} 


C2 Nags À M, mn à 


some phare eu — 
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delôf (*). Mais « peut prendre unc valeur quelconque en dehors des 
deux intervalles. Pour le voir, considérons l’exemple suivant : 


RENE 2*%, 


Pour quelles valeurs de ¢ cette fonction se représente-t-elle par nos 
séries d’interpolation? Pour que la série de Gauss converge, il faut que 
les termes de la série tendent vers zéro, c’est-à-dire que 


an L= 
lim a ira) 6 == 


= O. 
n>» gn Vn 


Mais on a 


. 


sr \ 2 
A A(— n)= (e— :) 


S'il y a convergence, le nombre ¢ doit donc satisfaire à l'inégalité 


‘ I 
[e À <2. La courbe 


I 
t— -|=2 
tan 
est composée des deux cercles 
je—1J=v2, |é+il=ve 
avec le rayon 2 et ayant pour centres les points +1. Si le point £ est 
situé à l'intérieur d’un des deux domaines que je couvre de hachures 
# 1 . 
| dans la figure 2, on aura | — | < 2. En ce cas il y a done conver- 
gence absolue. Si le point ¢ est situé à l’extérieur du domaine couvert 
; I ae aes , 
de hachures, on aura |‘ — 4 > 2, et les séries divergent par consé- 


quent. Les seuls points qui présentent quelque difficulté sont ceux 
qui forment la frontière du domaine. Je vais déterminer le maximum 
de | t?#| quand ¢ décrit le contour AFCBA. Posons 


à 
2 


t—1+ V2 ei, TETE", 


(1) Sur une extension d'un principe classique de l’analyse et sur quelques propriétés 
des fonctions monogènes dans le voisinage d'un point singulier (Acta math., t. XXI, 


1908, p. 397). 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. 45 
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Sur l’arc AFC nous aurons 
. | p | — eT), 
ou 


2 Ja . 
(47) 4(9) = cose log(3 + 2 Va cos) — 2 sine arc sin ——————- 


V3 +22 cos 


En dérivant par rapport à 9 on trouve 


(0) —— az sn +e) + V2 sine 
ce) V 3+ 2 V2 cos? 


Si ~ >> ? on aura \’<o parce que ÿ2sine > 1. Dans l’inter- 


valle = Z?2— = la fonction A(¢) est par conséquent décroissante et | 
| | | 
elle prend, dans le point ç = — =, sa plus grande valeur | 
\(— sr) =r sine. ! 
, i 
‘ 3 , : Be 
Si — + <9 — 2: on aura À > 0 parce que — V2sinr>1r. Dans 


9. 3 3 . . 
l'intervalle 7% 2p2 — 7 la fonction A(¢) est par conséquent croissante 


Sete 


Pats 


SUR LES FORMULES D INTERPOLATION DE STIRLING ET DE NEWTON. 371 


et elle prend, dans le point 9 = Te sa plus grande valeur 


(=F) =— sine. 


Siz >p>— ©, la dérivée À (o) s’annule dans un et un seul point dans 


4 
l'intervalle 3 pa Me =. Ce point est un maximum de A(o) et la 
valeur correspondante de y satisfait à l'équation 
sin(y +9) + V2 sine =o. 
On en déduit que 


cos = cosy V/cos2r — 2 sin’s, 


sing —— sine VCos2 9 — V2 sing cose, 
où l’on suppose que Vcos2 > 0. Mais il en résulte que 
3 + 2 Va cosy = (Yeosav + V2 cose), 
gel SAID =—y2sine. 
V3 +272 cos@ 


En substituant ces expressions dans le second membre de l'équa- 
tion (47), on trouvera que le maximum de À(2) est égal à la fonc- 
tion }(¢) définie par l'expression (23). 
Lie 3 ; + 
Si en dernier lieu 7 2|¢|2 Te on aura A(@) < Y(v). 
Quand le point décrit l'arc ABC, les deux derniers intervalles échan- 


geront leur rôle et l’on trouvera la même valeur maximum. Résumons 
ces résultats. Quand le point z décrit le contour AFCBA, on aura 


| 1°: | < err), 


Le maximum indiqué est atteint dans un et un seul point du contour. 
. ee 3 . e . ’ 
Ce point est égal à A ou C si 2 Stai T3 mais si # est situé en dehors 


de ces deux intervalles, c’est un point différent de A et de C. 
Soit maintenant ¢ un point fixe sur notre contour en exceptant les 
points A et C. Pour fixer les idées, admettons que ¢ est situé sur 
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l’arc AFC. On aura donc 


37 3x 
t=1+ y2e'?, rs > A 
Posons 
| {22 | — eH), 
On aura 


Vasing 
V3 + 2/2 coso 


p(v)=cose log(3 + 2V2 coso) — 2 sine arc sin 


Nous venons de voir que 
p(v)£4(v) 
et que le signe d'égalité subsiste pouruneseule valeur dev,soitpoure—«. 


Cette valeur est située dans l'intervalle 7 >> -— 7 et elle satisfait à 
l'équation 


sin(a +0) + V2sinæ— 0. 


_ En substituant, dans l’expression de u(¢), les valeurs de cos et de 
sing qu’on tire de cette équation, on trouvera 


p(e) = cose log(Vcos2& + V2 cosa)*+ 2sinv are sin(/2 sina). | 
En dérivant, par rapport à ¢, on obtient | 
p'(v) =— sine log(Vcos2a + V2 cosa )* + 2 cosv are sin(y2 sina). 
On a, par définition, 
de) = cose log(V/cos 26 + Va cose)’ + 2 sine arc sin(2 sine). 
En dérivant, il vient 
Ye) =— sine log(Veos 26 + V2 cose) + 2 cose arc sin(2sinr). 
Par conséquent, on aura 


(a) = Ya), pla) =ÿ(x) 


ax institue fit dis en ce d'or tn te 


et 


ue) < (9) 


pour toute autre valeur de v. C.Q.F.D. “i 


Soit maintenant « un point quelconque à l'intérieur de l'intervalle 


Seas 
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‘ >> cu Admettons que la fonction entière H(z) = H(re“), au 
voisinage du point «, satisfait aux inégalités 


| H(z) — H(— 3) |< ers x 
| H(s) + H(—:)|< em) rs |v—a|Sa, 

pourr >r,, et supposons en outre que 
h(v) <Ÿ(v) pour >. 


Étudions le reste R,,,,. A cause de la dernière inégalité, on peut se 
borner à considérer l'intégrale suivante : 


a+) à dv 
1 — er (v) H re?’ as SOLAS EE 
Q= fever 


Soit 8 le plus grand des nombres 8, et $,—1. On sait trouver une 
constante C telle que 

&+"1 dv 
(48) <0 f AM D per 
Mais on peut aisément se rendre compte comment cette intégrale se 
comporte pour les valeurs très grandes den. On a en effet 


2°) =— BU), 


" ee { ; a2 5 
FINE LS Vcos 2¢ 
par conséquent 
1" sn = ava A 
g'(a)— mx) Enr 


En développant 4 — y suivant les puissances de » — a, on trouvera 


donc 
V2 


cos 2.0 


(vy —a)?+.... 


pr) — pe) = 


En prenant n suffisamment petit, on sait trouver un nombre positif c 


tel que 
c(v— a) 
v(e)— ple) > BP 

‘a je—a|<n. 
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Je suppose en outre que le nombre positif n a été choisi aussi petit 
que 


T 
{> 24+) 4207 
A 4 


Cela posé, on conclut de l’inégalité (48) que 


pio Guns f e-en'e—)* do = Cy nef een? do 
a—" 
8° +nyn 
2 


B— 1 +2 
ee" dy< Cn : af eve dv, 
—nyn = 


C, étant une constante. Si 8 << =» l'intégrale Q), tendra donc vers zéro 


quand n augmente indéfiniment. I] en est par conséquent de même 
pour le reste R,,,,. La série de Stirling sera donc convergente si 


I 3 
Bi< > Br< =: 
On voit de la méme manière que la série de Bessel convergera si 
3 I 
Bi < rs Be < + 
et que les séries de Gauss convergeront si 


] I 
Bi < + Ba < ct 


S'il y a, dans les intervalles 7 7 >lsl20, n>||> 32 7? un nombre 


fini de points « de la nature od nous venons d’indiquer, la conver- 
gence aura lieu si les inégalités correspondantes, relativement a 


chacun de ces points, sont satisfaites. En faisant H(z)=s" dans la 
série de Gauss, on trouvera 


mere ()(- (NC TNT 


1 
L 
' 
LA 


a di 
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De la série de Stirling, on obtient de méme 


i siemens nl (, 1)" 


(2s)! 


(51) fez ads — (e+ i) See (ce JR | 


s=0 


> 


s=0 


La série de Bessel nous donne enfin les deux développements sui- 
vants : | 


t (25) 
| D OR AY 
prete sl ONE GE} [: is (ns 


De ce que nous venons de dire, il résulte que ces séries convergent 
et représentent les fonctions au premier membre si le point ¢ est situé 
sur le contour AFCBA, en exceptant les points A et C. En effet, les 
fonctions + tr ?* admettent deux points « de la nature susdite et pour 
toute autre valeur de # on aura A(v) < Ÿ(v). Pour les points du contour 
AFCBA, on aura 


I 
jee? = 2 


L, 


et, dans le domaine limité par ce contour et couvert de hachures, on 
aura 
j 1 
| t— ;| <2. 


On en conclut que les cing derniéres équations sont valables dans tout 
ce domaine. D’autre part, elles cessent d'être vraies, quand ¢ est exté- 
rieur au domaine indiqué. En effet, quand le point ¢ appartient au 
domaine limité par le contour AECDA, les séries convergent, mais 
elles ne représentent pas les fonctions au premier membre, car si l’on 
remplace ¢ par — # les séries restent inaltérées ou bien elles changent 
de signe. Si le point ¢ est situé à l'extérieur des deux domaines que 


2s+1 
t ) L 


376 N.-E. NORLUND. 


j'ai couvert de hachures, on aura 
Feel 
c 


et les séries divergeront par conséquent. Enfin, si ¢ est situé dans un 
des points A ou (, l'équation (50) se réduit à l’équation (45), et 
l'équation (53) se réduit à l'équation (46). Ces deux équations 
restent donc vraies pour £— +4, mais ce n’est plus le cas pour les 
trois autres équations. 


La formule d’interpolation de Newton. 
9. Considérons maintenant la formule de Newton 


We ®(s) = (—1¥'a JAN ealen(ar 28), 


s=0 


qui peut servir à trouver les valeurs d’une fonction quand on connait 
sés valeurs dans les points s=1, 2, 3,.... Nous allons voir que cette 
série converge dans des cas beaucoup plus étendus que ne le font les 
séries que nous venons d’étudier. Commençons par rappeler quelques 
propriétés connues. J.-L.-W.-V. Jensen (') et I. Bendixson (*) ont 
fait remarquer que le domaine de convergence de la série (1) est un 
demi-plan limité à gauche par une droite parallèle à l'axe imaginaire. 
H existe donc un nombre réel X tel que la série converge (*), si 
5 > À, et diverge, si os << À. Si À = — «, la série converge dans tout le 
plan. I. Bendixson démontre, en outre, que la série converge unifor- 
mément dans tout domaine fini situé à l’intérieur du demi-plan de 


(*) Om Räkkers Konvergens [ Tidsskrift for Mathematik (Copenhague), 5° — t. I, 
1884, p. 70-72]. 


(2) Sue une extension à l'infini de la formule d’interpolation de Gauss (Acta. dore) 
matica, t. IX, 1887, p. 15-34). 


~ (3) o désigne la partic réelle de z. 


— aa 


oe 


ap Main 


LD iat ow 


a > 


à ads ré) om 
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convergence. Posons 


log Ya 
(2) x= lim —- 
: Se logn 
; log Y'a 
(3) k= lim son 
; nant SOR 


E. Cahen ('), E. Landau (?) et S. Pincherle (*) ont démontré que 
Vabscisse de convergence A se détermine de la manière suivante : Si 
AZo, onaA=x; mais, sit<o,onadA=k. : 

.En général, la série(1) n’est pas absolument convergente pour toute 
valeur de 3 qui satisfait à l'inégalité o > À. Mais I. Bendixson a 
démontré que le domaine de convergence absolue est aussi un demi- 
plan. Il existe donc un nombre réel y. tel que la série converge absolu- 
ment pour ¢ > 4 et non pour o< #. L’abscisse de convergence 


absolue x satisfait à l'inégalité AS u<A+1 et elle se détermine par 


les expressions (2) et (3) si l'on y remplace a, par sa valéur absolue. 
Considérons, par exemple, la série 


(4) | o+ot=De(77")> 


oùfo|=retp#—1. Onaici A=oet p —1. La série est donc sim- 
plement convergente dans la bande o Ko <1. 

Nous ne ferons pas ici un historique complet, mais nous devons 
pourtant mentionner les travaux qu'ont publiés Ch. Hermite (D, Sc Pin- 


Tk os og Zs EER ns et ret ree rt 


(1) Sur la fonction &(s) de Riemann et sur des fonctions analogues (Aun. Ec. Norm., 
3¢ série, t. XI, 1894, p. 75-164). ; , 

(2) Ueber die Grundlagen der Theorie der Fakultätenreihen (Sitzungsb. Akad. Mün- 
chen, t. XXXVI, 1906, p. 151-218). ; 

(3) Alcune spigolature nel campo delle funzioni determinant (Atti del IV Congresso 
internazionale dei Matematici, Roma, 1909, vol. II, p. 45); Quelques remarques sur les 
fonctions déterminantes (Acta math., t. XXXVI, 1913, p- 270-280). 

(+) Sur la formule d ‘interpolation de Lagrange (J. reine angew. Math., t. LXXXIV. 
1878, p. 70-79; Œuvres, |. Ill, Paris, 1912, P- 432-443). 
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cherle ('), N. Nielsen (), G. Faber (*) et R.-D. Carmichael (*) sur ce 
sujet. 

En particulier, S. Pincherle montre que la condition nécessaire et 
suffisante pour qu’une fonction admette un développement de la 
forme (x), c’est qu’elle puisse se représenter par une certaine intégrale 
définie. Tout récemment, F. Carlson (*) a publié un Mémoire impor- 
tant où il présente cette condition sous une forme plus commode. 
Posons, pour abréger, 


(5) v(v) = cose log(2cosv) + sine. 
F. Carlson démontre que la convergence de la série (1) entraine que 
la fonction qu’elle représente satisfait à l’inégalité 
h+i+e(r) 


(itr) ? 


Yi+srcosey 


pour =292— Le Ici a >, et e(r) désigne une fonction qui tend uni- 


(6) |@(a+ rev) |<enh™) 


formément vers zéro quand r augmente indéfiniment. Et inversement, 
si la fonction ®(s) est holomorphe pour o2« et satisfait à l’inéga- 
lité (6), elle admet un développement de la forme (1) qui converge 
dans un certain demi-plan. 

Dans le paragraphe suivant, nous démontrerons la dernière partie 


(1) Sopra un problema d'interpolazione (Rend. Cire. mat. Palermo, t. XIV, 1900, 
p. 142-144); Sur les fonctions déterminantes (Ann. Ec. Norm., 3° série, t. XXII, 1905, 
p. 1-68). 

(?) Sur la multiplication de deux séries de coefficients binomiaux (Atti R. Accad. 
Lincei, Rendic., 4 décembre 1904); Sur quelques applications intégrales des séries de 
coefficients binomiaux (Rend. Cire. mat. Palermo, t. XIX, 1905, p. 129-139); Handbuch 
der Theorie der Gammafunktion, Leipzig, 1906, p. 124-127 et 225-234). A 

(3) Beitrag sur Theorie der ganzen Funktionen (Math. Ann., t. LXX, 1911, p. 48-68). 

(*) On a general class of series of the form Ecrg(x+n) (Trans. Amer. Math. Soc., 
t. XVII, 1916, p. 207-232); Examples of a remarkable class of series ( Bull. Amer. Math. 
Soc., t. XXIII, 1917, p. 407-425); On the asymptotic character of functions defined by 
series of the form Scng(x +n) (Amer. J. Math., t. XXXIX, 1917, p. 385-403); On the 
representation of functions in series of the form Seng(x + n) (Amer. J. Math., t. XL, 
1918, p. 113-126). 


(5) Sur les séries de coefficients binomiaux (Nova Acta R. Soc, Scient. Upsaliensis, 
4° série, t. TV, 1915, n° 3). 
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de ce théorème par une nouvelle méthode qui est plus directe que celle 
de F. Carlson et qui permet d’aller un peu plus loin que ne l’a fait cet 
auteur. . 

Il peut arriver que la somme de la série de Newton soit égale à zéro : 
dans tout point situé à l’intérieur de son domaine de convergence. 
G. Frobenius (‘) et S. Pincherle (7) ont attire l’attention sur le rôle 
que jouent ces développements de zéro. Considérons la série 


win=Zen(*s'} 


ayant l’abscisse de convergence 4 = 1. On obtient cette série en faisant , 
tendre p vers — 1 dans l’équation (4). Le premier membre tend vers 
zéro, si o > 1. La somme de la série W,(s) est donc égale à zéro si 
o>1. Pours =1, la série se réduit à son premier terme, sa SOMME 
est, par conséquent, égale à 1, et, pour toute autre valeur de z, la série 
diverge. De la série W,, S. Pincherle a déduit une infinité d’autres 


développements de zéro. Soit r un entier positif. Posons pour abréger 


(4) == (° me js —r). 


rame dS i—-9(°) ‘e3 | 


La série 


s=r 


ayant l’abscisse de convergence A=r-+t, est donc égale à zéro pour 
o>r+1. Elle diverge pour 6£r+1en exceptant les points s=1, 
Gc vice tyts 


On a enfin : 
Y,u(s)—=0 (s —1, 2, Byers r), 


Wir +i)=r. 


On aura ainsi une infinité de séries ayant zéro pour somme. Par consé- 


quent le développement (1) n’est pas unique. Si une fonction admet 


(1) Ueber die Entwicklung analytischer Functionen in Rethen, die nach gegebenen 
Functionen fortschreiten (J. reine angew. Math., t. UXXII, 1871, p. 1-30). 

(2) Sulle serie di fattoriali (Atti. R, decad, Lincei, Rendic., 5° série, t. XI, 1902, 
p- 139-144 et 417-426). 


25 
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un développement de cette forme, elle en admet une infinité qui- 


different l’un de l’autre par un développement de zéro. Et le domaine 
de convergence sera altéré si l’on ajoute à la série un développement 
de zéro convenablement choisi. C’est là un inconvénient dont nous 
allons nous débarrasser en faisant une convention convenable. Suppo- 
sons d’abord que l’abscisse de convergence A est < 1. Posons succes- 
sivement s —1, 2, 3, ... dans l'équation (1). On trouvera les équations 
suivantes : 


D (1) = &, 
D(2)—= a — a, 
D(3)—a,—2a;+ a, 


D(n +1) = a — (re + ju. ..+(—i)'a,. 


Ces équations déterminent uniquement les coefficients a,, et en les 
résolvant on trouvera 


(8) (—i)an—=A"®{(i)  (n—=o,1,2,...). 
On a donc, si À 1, 
(9) Pind oy NT (n) Ee CE 


Par conséquent, si une série de Newton, ayant l’abscisse de conver- 
gence <1, représente zéro, tous les coefficients de la série sont nuls. 
Les seconds membres des équations (8) sont en effet nuls. 

Si À <0, on trouve, en posant s = o dans l'équation (1), 


®(0) = Ya. 


s=0 
D'autre part, des équations (8), on déduit que 
Ag+ A+ dt... + An = D(0) —(—1)"A" (0). 


Par conséquent, 


d'a; (—1) A" @(0). 


s=n 


— 


sts a a = 


PME ee TLC 
a) ‘ 7 v 
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En rapprochant cette équation à l'équation (3), on voit que l’abscisse 
de convergence A, si elle est négative, se déterminera par la limite 
(10) 12 prroglA"B (0)! ; 
ee logn 
Supposons maintenant que pSA<p-+t, p étant un entier positif. 
Désignons par c,, C:,..., ¢ les valeurs de la série dans les 
points z= 1, 2, ...,p. Au lieu des équations (7) on aura 


Lyi fe) a, (n<P) 


a 


a 


=n 


O(n +1)= >; (—1)* (*) as (n2p). 


s=0 


En résolvant ces équations on trouvera 


a) w= Sr (7) cat Day (3 et +9. 


n=0 n=p 


En particulier, si la fonction @(z) est égale à zéro, on aura 
#59 
Ay— a bmn 1% (*) ene 
n=0 


Par conséquent, tout développement de zéro est de la forme (*) 


Ci Pis) + cWi(s) +... + CpWp(z); 


Cis Co +++) Cp étant des constantes quelconques. De plus, si la série de 
Newton admet l’abscisse de convergence A(p£A<p+1), on peut, 
sans changer la somme de la série, donner à p coefficients des valeurs 
quelconques. Si À est un entier il arrive qu’on peut augmenter le 
domaine de convergence en choisissant convenablement les cons- 
tantes c,. 

Soit « le plus petit nombre tel que la fonction ®(z) est holomorphe 
ene DR ARR 2) 268 2 


(1) PINCHERLE, loc. cit. 
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pour ¢ >«. Je dis que la série de Newton est réduite si l'on a choisi 
les coefficients a, tels que la somme de la série est égale a la valeur de 
la fonction ®(z) pour toute valeur entière de = qui est plus grande 
que a. Dans ce qui suit, nous parlerons le plus souvent de la série 
réduite. Si «21, la série dépend encore des constantes arbi- 
traires c,(s=1, 2, 3,...,[a«]). On peut égaler c, à ®(s) si la 
fonction ®(z) est encore holomorphe dans le point z = s. 
De l’équation (11) on déduit que 


Ay+ A+... pares er (9 Cs— 5 (7) D(s). 
s=1 . s=p+1 


Si la série est réduite, on a donc © 


tig Oia os tte ge D (—1) (*) ®(s) + O(n?) 


s=0 


=— A"D(0)+ O(n?), 


p désignant le plus grand des nombres o et [a]. Mais en rapprochant 
cette équation de l’équation (2) et en remarquant qu’on a nécessai- 
rement A= on voit que l’abscisse de convergence À de la série réduite 
se déterminera toujours par la limite (10). Bien entendu, il arrive que 
les symboles ®(0), ®(1), ... n’ont pas de sens. Mais dans l'expression 
A” ®(o) on peut remplacer ®(s) par zéro si s< x. 

Soit par exemple 

I 
3 —a@ M 


®D(:) = 


a étant un nombre quelconque qui n’est pas un entier positif. En 
résolvant les équations (7) on trouvera la série réduite 


1 HE (s —1)(s4—2)...(s3—s) 
sa pe 
s=0 


—1)(a—2)...(a—s—1)’ 


ayant l’abscisse de convergence égale à la partie réelle de «. Mais si « 
est égal à un entier positif p, cette série n’a pas de sens. En ce cas on 
peut donner à un des coefficients de la série une valeur quelconque. 


Se 
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En prenant a,_, = 0 on trouvera la série réduite 


I co (zs —1)(s—2)...(5— 8) 
3—p =~ Lene). 


“ae ONG +r—Py Cee l 


ayant l’abscisse de convergence p. Cette équation est valable en dehors 
du demi-plan de convergence pour toute valeur entiére et positive de 
en exceptant = = p. 


10. Ces préliminaires posés, nous allons étudier le rapport qu'il y 
a entre le domaine de convergence de la série (1) et les propriétés ana- 
lytiques de la fonction qu’elle représente. Nous désignerons, comme 
plus haut, la partie réelle de 3 par o. Soit Y(v) la fonction définie par 
l'équation (5)(*). Soit ®(z) une fonction analytique, holomorphe dans 
le demi-plan ©? « et y satisfaisant à l'inégalité 


29 


> 


(13) | (a+ re”) | <a VO(1+ r)BrE™, 


T 
= 9 
2 


où <(r) désigne une fonction qui tend uniformément vers zéro quandr 


. augmente indéfiniment. Je vais d’abord démonirer que la fonction ®(z) 


admet un développement de la forme (1) dont l'abscisse de convergence 
5 in ferie 2 an 

est égale ou inférieure au plus grand des nombres (?) « et por 

D one RR ne es ees SES 


*@) La fonction pe) est évidemment positive et croissante dans l'intervalle of¢S =. 


. ss wT 
Comme (9) = y(— »), elle est positive et décroissante dans l'intervalle — = Seo avec 
un minimum dans le point » = o. Puisque i 
(0) =log2, y(= 5) = 2, 
il en résulte que la fonction Ÿ(v) satisfait aux inégalités 


T T T 
< S— — —£<p£<-. 
log22b(v)s a RATS 


(2) Comme nous l'avons déjà dit, F. Carlson a démontré (loc. cit., p. 53) un théorème 
voisin de celui que nous venons d’énoncer, mais cet auteur n'arrive pas à la valeur pré- 
cise de l’abscisse de convergence. Il démontre que la série converge pours > 2,9 >B+1. 
La démonstration que nous allons donner est toute différente dé celle de F. Carlson et 
elle présente des avantages essentiels 


25% 


I 
—s EE 
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Reprenons l'identité (7), paragraphe 3, et posons a,—n. Il vient 


set (2—1)(3—2) (s—1)(s— 2). 2 +1 ve) 


| 
j 
TE ena ae 


(zs —1)(4—2)...(s—n) 1 


alr aah Lee tan 


Admettons que o > «. Multiplions les deux membres de cette équation 
par ®(C) et intégrons le long d’une courbe fermée, parcouruc en sens 
positif et située dans le demi-plan #(¢)2«. Nous supposerons en outre, 
que le chemin d'intégration renferme le point z et ceux des points i 
2, 3,...,2 qui sont situés dans le demi- -plan H(C)2a. On obtient ainsi 
la farmnle de Newton : 


(14) o9=Sa(7, )+R 


amity (€—1)(€—2)...(€—an) C—z 


ou 
dee as D(&) dé 
— ani) (€—1)(€—2)...(0—s—1) 
(5) a (3—1)(3—2)...(3—n) PO y. 


On voit aisément que la série (14) sera la série réduite si l’on a 
.choisi le nombre « suffisamment petit. En particulier, si «<1, on aura 
(cf. 83) 
as—= AS®(1), 


dans l'expression (15) je remplace la variable € par € + à. LeresteR, 
peut alors s’écrire sous la forme suivante : 


RE er Mn+1—s5)T(a+f—n) D(a+t) 
LS) Sale Te rT (a+) Cr each te 


Pas I T(n+1—s)T(1—l—a) (a+) 
(17) = T(n+1—f—a) Tr The 


Je prends comme chemin d’intégration un cercle ayant pour centre le 
point 7% et avec le rayon égal à ». On aura donc 


mm at Ea 


(18) = ancosre, 


et € parcourt la ligne d'intégration quand s varie de — = jusqu'à +- 2. 
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Comme o>a, on peut toujours choisir 7 aussi grand que le point 
= —a est situé à l’intérieur de ce cercle. Si en particulier x est un 
entier positif, le point € =o sera un pôle pour la fonction sous le signe. 
En ce cas j'évite ce point à l’aide d’un petit demi-cercle ayant le point 
¢=o pour centre et avec un rayon assez petit pour que la fonction 
(a + ©) soit holomorphe à l'intérieur de et sur ce cercle (cf. fig. 3). 


Fig. 3. 


Notre chemin d’intégration est donc le cercle OCABO ou, si x estun 
entier positif, la courbe EFCABDE. 

Soit v, le plus petit nombre positif qui satisfait à l'équation 
logn 


COS Pn => 


# = T . , . 
Le nombre ¢,, tend évidemment vers > quand nz augmente indéfiniment. 
De plus, on aura, pour n>1, 


logn 


(19) LT —Vn< 


Supposons que les droites OB et OC forment l'angle ¢, avec l'axe des 
nombres positifs OA. Alors la distance des points B et C de l'origine 
Ann. Ec Norm., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. 49 


21) 
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est égale à logn et ces points s’éloignent par conséquent indéfiniment 
quand n >. Je décompose l'intégrale R, en deux parties 


R,=Q;+ ig? 


où l’intégrale Q, est étendue le long de l'arc CAB pendant que l'inté- 
grale P, est étendue le long de l’arc BOC ou, s’il a lieu, le long 
de BDEFC. Soit € un point sur l’arc CAB. On aura 


PCy 

nn ET re 

: T(a+E—n) _ 
Taira 


et cela uniformément pour toute valeur de € sur l’arc CAB. On en 
déduit que 


. T(a+6—n) T(£) Dk ee 
(20? en T(a+t) T(e—n) (=) at, 


De l’expression asymptotique de la fonction gamma [(35), § 6] on déduit 
que 


= + n—3+! nn? 2 
TRE) rge(ne 2) TU AT TRE rat) 


es: vr a etic = he 
ef) De 


où e(n) désigne une fonction qui tend uniformément vers zéro - 

quand n augmente indéfiniment. Mais de l'équation (18 )il résulte que 
E— n = net. 

Par conséquent on aura 


| 
n 4 
et 
Reitz (ie ré 

, Le CrACDBFS 

Mais on en conclut que 
nono) 
€ : +] | = V2 cose e-2r eso h( é 


ALAA ALL 


a 


LS RES 
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ou 
(ve) = cose log(2 cosy) + v sine. 


' Cela posé, il résulte des équations (20) et (21) qu’on sait trouver une 


constante C telle que 


| 20 a PART 

M CT SR nu <Cn* (cosv)* e ; 

¢ étant un point quelconque sur l’arc CAB. En remarquant que 
dz = 2inei" dv, 


aty 
rs 


on obtient, de l’expression (16), pour l'intégrale Q, l'inégalité sui- 
vante : 


1 + Un "le 
1Qn| < CG 2? «TA (cose) ? *e-2ncose le) 1D (a + an cosvei*)| de. 


— On 


En tenant compte de l'inégalité (13) on en déduit 
1 we +¥n us le, 
[Qu 1 < tae | wb lossy ta, 2 ay 


1 oe On te 
or a Wi TO gon 1 * de, 
0 


où C, et C, sont des constantes. Décomposons la derniére intégrale en 
deux parties et observons que 


Yn mie Yn sis 

‘fi cooley’ r "do <af (édssp ft “sine de 
wT 
3 


T 
3 


On sait donc trouver deux constantes c, etc, telles que 


1 
re 


Qu cn TT osnee(logn) 


388 N.-E. NORLUND. | 


Mais puisqu’on peut rendre ¢ aussi petit que l'on veut en prenant 7” 
suffisamment grand, on conclut de cette inégalité que 


lim Q,=0 


n—>o 


pourvu queg > «, o > + =. 
Passons à l'intégrale P,. Le point € sera donc maintenant situé sur 
l'arc BOC. Posons € = Ë + in, nous aurons 


(22) osg<("E")", 
(23) In| <logn. 


Je vais étudier comment se comporte la fonction 


T(n+1—3) 
T(in+1—C—a) 


quand 2 >. Remarquons d’abord que 


‘ te! wal 
D mat) TO eetmy 


où e(n)—>o quand n>. Mais 


| (n et 6) | => nielnlit-2iel). 
Par conséquent, 


C(n + I Bap 
NCEE = nbd" et +e(ny| 


Me PT PIRE +e(n)l. 
De l'inégalité (19) on conclut que 


T 
ost — vj See, 


puisque ¢ est un point sur l'arc BOC. On aura par conséquent 


0 s|nl (3 —[»1) < EX. 


es 
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En tenant compte de cette inégalité et de l'inégalité (22), on obtient 


lim Reese _T(n+1). b= - 
one |P(n+1—f)] 
De plus, on aura 
Te T'(n+1—)n-* 
aoe F(a +1—6—2) 
fen T(n+1—2) 
els eS aa 


=!,; 


On en conclut que 
kine T(n+1—3)n%% 


poe LL (RoR bt — &) sa 


De l'expression asymptotique de la fonction gamma on obtient l'inéga- 
lité suivante: | 


Stal —E+ te 
IT(1—6—a)|<const.e ? (1+ nl) : 
Cela posé, il résulte des inégalités (22) et (23) qu'on sait trouver une 
constante C telle que 


IUT RS ot wie 6 LE 
T(n+1-—C—«@) <Cnt-s(1+logn) te ? 


quel que soit € sur l'arc BUC. On aura enfin 


{O(a print < errsine (7 + r)b+e 


Tint 


es CET 


Lin 


<e "(1+ logn) FR. 


De l’expression (17) on obtient donc, relativement à l'intégrale P,, 
l'inégalité suivante : 


— Vn 


F(n+i—s)T(i—6—a) P(e +8) 


x » 
[Pel oe _t Po—z)f(n+1—f—2) C—2s+a 2 
2 T(n +1—2)T(1—6—@) (4+) ise 

Tor 6 Tue)T(aæ+isise)hr ss 


C +1--0 B+i—a re (£ = } 
anita (1 + logn) oa ili 


Mais, puisque 
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ee M 


il en résulte que 


[Prl< na-(1 + log n)B+2-a+e, 


octet 
n|T(1—-z)| 
Comme co >«, on aura donc 

lim Pi=o: 


n— © 


A = A , . . 1 
Nous avons ainsi démontré que la série (1) converge sis > a, o > f + = 


11. Posons 
(24) he) = Tim ak ie eue 
Si l’on a 
(25) ELU pour =2s 7" =, 


il résulte a fortiori de ce que nous venons de démontrer que l’abscisse 
de convergence de la série (1) est inférieure ou égale aa. Elle est 
égale à « s’il y a, sur la droite o —«, un point singulier pour la fonc- 
tion ®(s). En ce cas l’abscisse de convergence X est donc le plus petit 
nombre tel que la fonction est holomorphe pour o >A. 

Si A(v) = Ÿ(e) pour une infinité de valeurs de ¢ nous n avons rien 
à ajouter à ce que nous venons de dire. Mais il arrive assez souvent que | 
R(v) atteint sa limite supérieure }(¢) seulement dans un nombre fini 
de points. En ce cas, nous pouvons préciser notre condition de conver- 
gence. Montrons d'abord par un exemple que cette circonstance peut 
effectivement se présenter. Considérons la fonction entière de z | 


@(z) == (*. 1 { 
Si |c—1| <1, l'inégalité (25) est satisfaite quel que soit » et la série (1) 
convergera pour toute valeur de 3. Si|¢ —1|>1, on aura h(v) > (9) 


; . . gw 
pour certaines valeurs de ¢ dans |’intervalle 3 2p2— _ Par consé- 


quent, la série (1) n’est convergente pour aucune valeur de z. Le cas 
intéressant pour nous est donc celui où l'on a |¢ — 1] = 1. Posons 


LL 


é=1-+4 ei?, sz re, 
Puisque 
1 +ei?— 2 cos perf, 


De ER 
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on trouvera 
| PE {= er (9) : 
ou 
A(®) = cose log(2cos o)— sine. 
En dérivant par rapport à © on trouve 


(p) =— cose tang — sine. 


Admettons que = >> =. La dérivée \' (9) s’annule dans un et un 


seul point dans l'intervalle . Dr =, savoir pour 9 = — #, et cette 


valeur de 9 correspond & un maximum de A(o), car 


a, ost 
Mite cos? p 
On a donc 
A(9)S (ve) = cos vlog(2cose) + y sing 
et le signe d’égalité subsiste seulement dans le point 9 = — ¢. 


Soit maintenant y un point dans l’intervalle = SAP =. En fai- 
sant 9 = — y on aura 
[cy = 1 (1 +e #71)7| = eh, 


ou 
p(v)= cosv log(2 cosy) +y sine. 


En dérivant par rapport a v on trouve 


p’(¢) => sin vlog (2cosy) + y COS», 
y'(¢)=— sin vlog (2cose) + ¢ sine. 
On a donc 
u(y)=%0), HO) =H) 


et nous venons de démontrer que 
w(e)<H(e), Si PY ; 
Cela posé, admettons que @(s) soit une fonction analytique holo- 
morphe pour 2@ et satisfaisant à l’inégalité 
[D(a+reit)|<erk# (1 + r)B+E0), 


dans le voisinage immédiat du points = Ÿ; c’est-à-dire pour |v — y|<%, 
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7 étant un nombre positif et tres petit. Admettons en outre que 
h(e)<v(¢), si EF 


En étudiantle terme complémentaire de la série (14) on peut se borner 
à considérer l’intégrale suivante : 


Le Tia La 
Q,=7' i (cose)? e7¥| O(a + re”)| de. 
FA 


Supposons qu’on ait choisi n aussi petit que 
T TH 
— 7 aaa PERD ET * 
Notre inégalité entraine que 


y+n 
Q, <Cn D Gén à eV) — BION dy, 
y—" 
C étant une constante. On a maintenant 


B "(v)=—p(r), 
ge) =— P(e) + 


SE 
Par conséquent, 


v'(y) —B'(y) = — 


ms 


En développant la fonction } — p suivant les puissances de » — y, on 
aura 


DCE) po) = ——— (0 — y} + 


2 a 


En prenant n suffisamment petit, on sait donc trouver une constante 
positive c telle que . 


Ye) —p(v) > toy : si lo — y|£n. 
On aura donc 
r[Y(v)—p(v)]1> cn(v— y} 


EE 


A A M 


a gee eee 


Pee 
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et par conséquent 


ce ren 1 igaper fr? 
Q', < Cri En e-ente—Y} dy — Cnt o+B+ ai ec dv 
Y=" —n 
+nyn hr 
—Cn-5+8+e f eV de < TE er" dv. 
“—nyn —» 
De cette inégalité il résulte que Q, tend vers zéro si os > f. 
C. Q. F. D. 
La série (1) sera donc convergente pour 6>a,6> 8. Il va sans dire 
que ce raisonnement s’applique encore s’il y en a, dans l'intervalle 


>> — = un nombre fini de points y de la nature susdite. En 


rapprochant le résultat que nous venons d'obtenir de l'inégalité de 
F. Carlson ('), on voit que notre condition est aussi précise que possible. 
Elle nous permet, dans le cas actuel, de déterminer l’abscisse de con- 
vergence; celle-ci dépend uniquement de propriétés analytiques 
simples de la fonction ®(z), savoir les affixes des points singuliers et 
l'ordre de grandeur de la fonction dans le demi-plan en question. 


SYy= + © nous ne pouvons pas démontrer un théorème semblable. 
T T : 

3 = — b= = \ " 
Admettons que h( st =) = et que h(v)<(e) dans | intervalle 
= ee — =. De ce que nous avons dit dans le paragraphe 10 il résulte - 
seulement que la série converge sia.> 4,0 > B+ =. Mais si 8 + - >a, 


on peut pourtant affirmer quelque chose de plus. Soit p un nombre 
positif. L’inégalité (13) entraine que 


ui : 
lb(a+p+ir)|< Cet |e[*, 
C étant une constante. Déterminons p de sorte que 


I 
arp=p+-—Pp- 
On aura donc 


(1) L'inégalité (6), § 9. 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXIX. — DÉCEMBRE 1922. 50 
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et il résulte de notre théorème que la série converge si 


a+B 
2 


EN = 


o>B+=—p= 


12. Considérons à titre d'exemple la fonction 
a: :8(logz)#. 


Si |a—1|<1, ona h(v)< Y(v) et la série de Newton converge. 
L’abscisse de convergence est en général égale à zéro qui est un point 
singulier; mais si 8, =o et si $ est un entier non négatif, la série con- 
verge dans tout le plan. 

Si|a—1]=1 et a#o, nous sommes dans le cas du paragraphe 
précédent avec un et un seul point de contact entre les courbes A(¢) 
et Y(v); Pabscisse de convergence est donc égale au plus grand des 
nombres 8 et zéro. Si B est un nombre complexe, il faut dans cet 
énoncé remplacer 6 par la partie réelle de 8. 

Considérons en second lieu la fonction entière 


1 
(26) o(2)= f (2-1 ef YUlower de, 
0 


y étant un nombre positif ('). Dans un Mémoire antérieur (7) nous 
avons démontré que cette fonction se représente par une série de 
facultés de la forme 


2 | 
: 3(2+0)...(2+50) PPT 


È , . T a . 
ayant l’abscisse de convergence égale à a. Quand w croit, la droite de 


convergence s'approche à l’axe imaginaire. Nous allons voir que la 
série de Newton converge dans un domaine plus étendu que ne le fait 
cette série. 


Pour trouver la fonction A(v) qui correspond a notre fonction fai- 


—_—_—_—_—_————————— 


ee ee ieee 


(1) L'intégrale (26) converge absolument pour ¢> 0. | 
(?) Sur les séries de facultés (Acta math., 1. XXXVII, 1914, p. 374). 


Dana iso es + 4 | 


se 


(27)  L(e@)n te 


26 
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-sons d’abord 4 = e—. Il vient 


®(z) ET en 2b +iyl dE. 
0 


Admettons pour un moment que z > o. Sans changer la valeur de cette 
intégrale on peut déformer la ligne d'intégration et intégrer le long 
T 


d'un rayon vecteur formant l'angle 7 


Posons donc C = ES On trouvera 
d(:) = fe gat 28 dE 2 VE ex’ fe dé 
Ve i ra es ee 
:\/: 
æz—=-À/-. 
2 i 


Cette expression montre d’abord que ®() est une fonction entière. 
L'intégrale de Laplace 


avec l’axe des nombres positifs. 
où 


Ita) fh e~ © dé 


3T 


4 


L(z)= a ba r(s+ x) ei | 


admet, dans l’angle T > argc > — —» le développement asympto- 


tique 


1 


On a donc, asymptotiquement dans cet angle, 


— 22 
. 


22 


Pour. voir comment la fonction se comporte en dehors de cet angle 
remarquons qu'on a 


L(æ) + L(x) mk ET Vr. 


+ Ona donc asymptotiquement 


ae 
L(z)wyn+ ne 


396. N.-E. NORLUND. | 
dans l’angle > arg x= =. Revenons à la fonction ®(z). De l’éga- 
lité asymptotique (27) il résulte que 

lim z®(z)=1, 


s—>® 
= tendant vers l'infini le long d’un rayon vecteur situé dans l'angle 
5 + T ; : 
2 > args >—7. Mais dans l’angle t2argz2— on a asymptotiquement 
(28) dt) 01 +(/ Ser. 


Soit zs =o-+ 7; on trouvera 


=e *Y: 
Cela posé, je vais choisir le nombre a de la manière suivante : 


a=—Ty +8, 


e étant un nombre positif aussi petit que l’on veut. Avec cette déter- 
mination de «, on aura 


Par conséquent h(v) <<Y(¢), pour 22e 2— =. La série de Newton qui 


représente la fonction ®(z) converge done pour o > a. D'autre part de 
l'inégalité de F. Carlson il résulte que la série diverge si o << — pee 
Elle admet donc l’abscisse de convergence A= — ry. 

Soit w un nombre positif. De l'égalité (28), on déduit que 


1 
Pos) + ple eS 


Mais 


LOL 1 _w10t 
¢ ele" Site 


On en conclut que la fonction ®(w>) admet un développement de la 


OF PCTS. NET 
à F 


an à ve a 


SATE ES OR E™ 
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forme 


@(os) = > a, EVE 2) ES) 


’ : , s T D 
ayant l’abscisse de convergence égale a — Te Par conséquent la fonc- 


tion entière, définie par l'intégrale (26), se représente par la série de 
Newton : 


Py A eto Pond =) 


dont l’abscisse de convergence est égale à — TT. Quand w tend vers. 
G) 

zéro, l’abscisse de convergence décroit et tend vers — . On peut donc 

prolonger la fonction analytiquement dans tout le plan en prenant w 

suffisamment petit. 


Considérons, en dernier lieu, la fonction entière 


(29) ®(2)= po 


a étant un nombre positif. Est-ce que cette fonction satisfait à nos con- 
ditions? Pour en décider, il faut d’abord déterminer la fonction (+). 
Dans ce but, remarquons qu'on a 


r à 
= e—"\o8rcosv-rr(cosv+vsine) +£(1°) s 
27 à 


Sur cette expression, on voit immédiatement que la fonction A(¢) qui 
appartient à (29) est égale à — > à l'intérieur de l'intervalle 


oun 
freee: 


Mais ce n’est plus le cas pour les deux extrémités de l'intervalle. En 
effet, posons 3 = « + 17 et admettons que ¢ reste fixe pendant que |7| 


‘augmente indéfiniment. De l'expression asymptotique de la fonction 


gamma, on conclut que 


(30) +0" 1 et el frte(r)], 


26% 
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où e(t) 0 quand |7|->+00. Mais il en résulte que 


a(+2)=% 
2 2 eto 


La fonction (29) satisfait donc à nos conditions et elle admet par con- 
séquent un développement de la forme 


(31) | ra bne(*7")- 


En se reportant au théoréme du paragraphe 10, on voit que cette 
série, si elle est réduite, converge pour o > ~. En effet, l’équation (30) 
montre que le nombre 8, qui figure dans l’inégalité (13), est égale à 
zéro, si l’on prend x = -. | 

Mais nous ne pouvons pas affirmer que l’abscisse de convergence de 
la série (31) est égale à =, car nous sommes ici dans le cas où 


h(e)=H(e) 


dans les deux extrémités de l’intervalle, cas que nous avons dû laisser 
de côté dans le paragraphe 11. Pour voir où il en est, je vais tirer parti 
d'une relation asymptotique due à L. Fejér (‘) et dont une nouvelle 
démonstration a été donnée par O. Perron (?). Soient p un nombre réel 
et a un nombre positif; ces auteurs démontrent que les coefficients de 
la série de puissances 


a = | 
Ga ay = Le" 
n=0 


satisfont à la relation remarquable 


nd 584 ae 
a2 ir nv ? 1%: 


n 2 


(82) = spac pelle | an + (5 — t) | +0/ ; ) 


(1) Asymptotikus értékek meghatdrozdsdrél (Mathematikai és termeszettudomdnyi 
értesité, t. XXVII, 1909, p. 1-33); Sur une méthode de Darboux (C. R. Acad. Sc., Paris, 
t. 147, 1908, p. 1040-1042). 

(?) Ueber das infinitäre Verhalten der Koefficienten einer gewissen Potenzreihe 
(Archiv Math. Phys., 3° série, t. XXII, p. 329-340). 


eae eT 


ee, > he "Se 
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Cette relation va nous donner l'abscisse de convergence À de la série 


réduite (31). Nous avons déjà démontré que AS< - On aura done 
(33) (—1)"cnp = A"O(1) (N= 9,1, 2, 14 


Je définis une fonction 9(¢) par la série 


(34) (= >. 


n=1 


En y appliquant la transformation d’Euler (‘), on trouvera 
_Q A 8) 
= Lays neat 
On peut immédiatement évaluer la série (34), on trouvera en effet 
Ç art I 1 


MS A RTE 


n=1 


LE) 


Par conséquent 


Le — Tc er 


En posant — — x, on obtient 


(35) = Dee 


On a done Ca = Yn Sip =1- En faisant p= dans l’équation (32), on 
en conclut sans sae que l’abscisse de convergence absolue de la 


série (31) est égale : à © i _ En divisant les deux membres de l’équation (35) 


par i —x, on obtient 
LÉ ax a J 
ghee Deg Cy Co ee + Cn) 2". 


—————, 
C2) 
n=0 


(1) Cf. mon Mémoire sur le caleul aux differences finies (Acta math., t. XLIV, 1922, 


p- 203). 
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En faisant pe = 2 dans l’équation (32), on trouvera donc 


yas cae [avan — ; | + O(1). 


rts 


s=0 a‘yT 


En rapprochant cette équation de l’équation (2), on voit que l’abscisse 
de convergence de la série (31) est égale a -. Cette série est donc sim- 


4 
plement convergente dans la bande g > o> z Les coefficients c, s’ex- 


priment d’ailleurs par les polynomes de Laguerre (‘). On définit ces 
polynomes par |’éequation 

à. ex ad" ( 7" et) 

Late 7e 


L’expression (33) des c, peut s’écrire comme il suit : 
2 y{2\@ 
ca= D (—1) ME: 
v=0 


En comparant les seconds membres de ces deux équations et en effec- 
tuant la différentiation, on vérifie que 


Can = Lp(a). 
On a donc 


r ai 24: ¢ (3s —1)(s—2)...(6—s) 
(Gro T(z) = > t—:) Dis) ae err r 


s=0 


Les polynomes de Laguerre ont été étudiés par un grand nombre 
d’auteurs. On trouve des remarques intéressantes sur ces polynomes 
et une Bibliographie dans deux Mémoires récents de H. Hamburger (*) 
el S. Wigert (*). . | 


der © e-« dx 
(1) Sur l'intégrale cf : : ~ (Bull. Soc. math. de France, 1. VII, 1879, p. 72-81; 
Œuvres, t. 1, Paris, 1898, p. 428-437). 


(?) Zur Aonvergenstheorie der Stieltjesschen Kettenbriiche (Math. Z., t. IV, 1919, 
Pp. 200-205 ). ’ 
et +). Contributions à la théorie des poly nomes d’Abel-Eaguerre | Arkiv for Matematik, 
Astronomi och Fj'sik (Stockholm), t. XV, 1921, n° 25]. Dans ce Mémoire, S. Wigert a 


étudié la série (31°) d'un autre point de vue, en supposant’s réel et >1, et cn considé- — 


rant a comme la variable. 


ro oe Tite 
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J'ai encore quelques remarques à ajouter au sujet de la série (31). 
Soit p un entier positif. Posons 


et considérons la série réduite 


= 


(36) i= Pee & ‘). 


On a ici ®(1) = O(2) =... = @(p) =o, et par conséquent ci =o 
pour s <p. La fonction 9(t) définie par l’équation (34) est égale à 


= —— ——_———— = Pre, 
9(t) ad M (n—p—i1)! 
n=p+1 
: 
Cc 


Das, : ce CSL UNG 


La fonction génératrice des coefficients c', € 
égale à 


pti? 


ep Leet 
Divisons les deux membres de cette équation par 1 — x. On trouvera 


Federer + Goin) Er. 


n=0 


“ren sl 


On en conclut, en faisant p —p +2 dans la relation (32), qu'on 
aura 


lim ES des PEUR, 
Ju logos: à Ps 4 
L’abscisse de convergence de la série (36) est donc égale a . de 


De même, en faisant p=p+i, on obtient la valeur asymptotique 
des c’, et l’on en conclut que l’abscisse de convergence absolue de la 


= Ke f x 3 
série (36) est égale af tips 
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. Considérons enfin la fonction 
az+P—1 


ETES?) 


qui admet le développement 


arr" ~ Py ota 
(37) Tere Oo A ) 
La fonction génératrice est ici égale à 
ig gat Hdi ce agg CL fe PAR D ag in | 
RES Grant tt eo 


Par conséquent 


ax = 


(38) (amie ie Si cath + Op a(2), 


Q,-. (a) étant un polynome du degré p — 1. On en déduit aisément — 


que 


—(z— jte = S'antrlen.: + Cia + Crus Te.) + Qp-2(2). 


En faisant p = 2 — p dans l’égalité (32) on trouvera donc 


log a, c 
lim s=n+1 = L Fe: P 
n—> logn 4 2 


L’abscisse de convergence de la série (37) est donc égale az —£. 


De même, on conclut de l’équation (38) que l’abscisse de convergence 
absolue est égale à — £. En résumé, la série (31) peut se transfor- 
mer en une série de la forme 


at -wy (3 +p—1)(s+p—2)...(3 +p—s) 
=> Pan to AU ut ead EE Beet Fh À 
T(z) =" 1.2.3...8 . 


p étant un entier positif ou négatif quelconque. Cette série con- 


a Sere 


i + is: i à 


it cn ee eT eae de. dt did dé eee NY 
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I . 
verge pour 6>z —&, elle est simplement convergente dans la 


bande : — L med, à — Ê et absolument convergente dans le demi- 
plan o > : _ £. En augmentant la valeur de p on augmente le domaine 
de convergence. 


(A suivre.) 
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